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Выведены полуэмпирические уравнения, описывающие зависимость сдвигового напряжения от
скорости сдвига при течении однокомпонентной суспензии. Суспензия рассматривается как состо-
ящая из двух фракций: одиночных зерен твердой фазы и их димеров, между которыми протекает об-
ратимая реакция димеризации. При этом димеризация одиночных зерен рассматривается как реак-
ция с постоянной константой скорости, а диссоциация димеров – как обратная реакция с константой
скорости, линейно возрастающей со скоростью сдвига. Уравнения основаны на формуле Кригера–До-
герти, обобщенной на случай многокомпонентной суспензии.
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ВВЕДЕНИЕ
В предыдущей работе [1] были выведены уравне-

ния, описывающие зависимость сдвигового напря-
жения от скорости сдвига при течении концентри-
рованных суспензий. Уравнения были основаны на
формуле Кригера−Догерти [2, 3], обобщенной в
нашей работе [4] на случай многокомпонентных
суспензий:

(1)

Здесь  и  – значения параметров, усреднен-
ных по всем твердым компонентам:

(2)

где  – суммарная объемная доля диспергирован-
ной фазы,  – характеристическая вязкость i-того
компонента,  и  – объемная доля и предельная
концентрация i-того компонента соответственно.

В работе [1] было показано, что обобщенную
формулу Кригера (1–2) можно использовать для
описания зависимости сдвигового напряжения 
от скорости сдвига  если принять следующие
предположения:

1) Однокомпонентную суспензию (т.е. дис-
персию одного твердого вещества в жидкости)

можно рассматривать как систему, состоящую из
двух фракций: одиночных зерен (“синглетов”)
твердой фазы и их димеров (“дуплетов”), причем
одиночным зернам и их димерам соответствуют
различные значения параметров  и 

2) Димеризацию синглетов можно рассматри-
вать как реакцию с постоянной константой ско-
рости , а диссоциацию дуплетов – как реакцию
с константой скорости  линейно возрастающей
со скоростью сдвига  Здесь  –
константа скорости диссоциации в отсутствие те-
чения,  – скорость изменения константы ско-
рости при росте скорости сдвига.

Было показано, что выведенные уравнения хо-
рошо описывают течение как псевдопластичных,
так и дилатантных суспензий. Однако в работе [1]
предполагалось, что равновесие между синглета-
ми и дуплетами устанавливается мгновенно.

Настоящая работа является продолжением и
дальнейшим развитием подхода, изложенного в
работе [1], и его обобщением на неравновесный
случай, когда достижение равновесия отстает от
изменения скорости сдвига (т.е. имеют место ре-
лаксационные эффекты – тиксотропия или рео-
пексия).

ТЕОРИЯ РАСЧЕТОВ

Итак, рассмотрим суспензию как систему,
твердая фаза которой состоит из двух фракций:
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синглетов (обозначим их объемную долю как )
и дуплетов (объемная доля ).

Из-за теплового движения синглеты (обозна-
чим их число в единице объема суспензии как )
сталкиваются друг с другом, после чего могут
удерживаться вместе силами когезии, образуя
дуплеты (их число в единице объема суспензии

). Под действием теплового движения дуплеты
могут снова распадаться на синглеты, т.е. имеет
место обратимая реакция  Приложение
сдвигового напряжения, очевидно, должно спо-
собствовать распаду дуплетов, т.е. ускорять об-
ратную реакцию.

Пусть в единице объема суспензии находится
 зерен твердой фазы, и пусть средний объем зе-

рен равен . Тогда объемная доля твердой фазы
равна  При заданной скорости сдвига 
между синглетами и дуплетами с некоторой ско-
ростью устанавливается равновесие:  и

 Умножая левую и правую часть по-
следнего равенства на  получим

(3)

Пусть константа скорости димеризации  по-
стоянна, а константа скорости обратной реакции
k линейно зависит от скорости сдвига  которая,
в свою очередь, является некоторой функцией вре-
мени:  В дальнейшем будем считать,
что  изменяется со временем линейно (что обычно
реализуется на практике в ротационных вискози-
метрах). Таким образом, кинетика реакции опи-
сывается дифференциальным уравнением

(4)
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Подставляя равенство (3) в уравнение (4), по-
лучим:

(5)

В качестве начальных условий выберем концен-
трацию синглетов  при равновесии, которое
устанавливается в отсутствие течения, т.е. при 

и  Тогда  откуда

(6)

Уравнение (5) – это хорошо известное уравне-
ние Риккати, которое в общем случае не интегри-
руется в квадратурах [5, 6]. Поэтому его решали
численно классическим методом Рунге−Кутты
четвертого порядка [7]. Результат численного ре-
шения будем обозначать как 

Формула Кригера–Догерти для двухкомпо-
нентной суспензии согласно (1) и (2) имеет вид:

(7)

где  – напряжение сдвига,  – предел текучести,
 – вязкость дисперсионной среды,  – скорость

сдвига,  – объемная доля синглетов (результат
численного решения уравнения (5)),  – объемная
доля дуплетов (в соответствии с (3) ),

 и  – соответствующие предельные концен-
трации,  и  – соответствующие характери-
стические вязкости.

Имея численное решение  дифференци-
ального уравнения (5), можно вычислить сдвиго-
вое напряжение, используя формулу (7). Резуль-
таты вычислений зависят, таким образом, от 7 пара-
метров: констант скорости  и  предельных
концентраций  и  а также характеристиче-
ских вязкостей  и .

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Исследование параметрической чувствитель-

ности выведенных уравнений показало, что урав-
нения способны описывать как тиксотропное,
так и реопексное поведение суспензий (рис. 1–6).

Из рис. 1 видно, что при увеличении скорости
сдвига (“прямой ход”) концентрация синглетов
растет (т.е. течение суспензии разрушает дуплеты),
а при уменьшении скорости сдвига (“обратный
ход”) их концентрация восстанавливается благо-
даря протеканию реакции димеризации, причем
из-за конечной скорости реакций имеет место от-
ставание изменения концентрации от измене-
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Рис. 1. Зависимость объемной доли синглетов от ско-
рости сдвига. Значения параметров:  
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ния скорости сдвига, что приводит к гистерезису
концентрации и, как следствие, к гистерезису
вязкости и напряжения сдвига.

На рис. 2 представлена зависимость вязкости
от скорости сдвига при тех же значениях констант
скорости, что и на рис. 1, а значения остальных
параметров (предельные концентрации и харак-
теристические вязкости) были выбраны таким об-
разом, чтобы вязкость уменьшалась с ростом скоро-
сти сдвига, т.е. чтобы суспензия демонстрировала
псевдопластичное поведение. При этом можно ви-
деть, что конечность скоростей реакций приво-
дит к тому, что восстановление вязкости проис-
ходит с отставанием, и вязкость при снижении 
остается меньше вязкости при росте  (т.е. сус-
пензия тиксотропна).

γ
γ

Такое поведение вязкости можно объяснить тем,
что дуплеты дают больший вклад в вязкость суспен-
зии, чем синглеты, поэтому разрушение дуплетов
приводит к снижению вязкости, а задержка приво-
дит к тому, что за время эксперимента вязкость не
успевает восстановиться. Таким образом, псевдо-
пластичные суспензии при наличии релаксаци-
онных эффектов демонстрируют тиксотропное
поведение, что видно также из рис. 3.

На рис. 4 и  5 показаны аналогичные результаты
для случая дилатансии и реопексии. Легко видеть,
что в этом случае дуплеты дают меньший вклад в
вязкость суспензии, и их разрушение приводит к
росту вязкости, т.е. суспензия дилатантна, а ко-
нечность скоростей реакций приводит к тому, что
за время эксперимента при уменьшении скоро-

Рис. 2. Тиксотропия: зависимость вязкости от скоро-
сти сдвига. Константы скорости те же, что и на рис. 1;
значения остальных параметров:  

   

0

4

3

2

1

0 1.00.5 1.5 2.0

η

γ

10 0.5;ϕ = 20 0.45;ϕ =
0 0;τ = 0 0.1;η = [ ]1 3;η = [ ]2 4.η =

Рис. 3. Тиксотропия: зависимость напряжения сдвига
от сдвиговой скорости. Значения параметров те же,
что и на предыдущих рисунках.
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Рис. 4. Реопексия: зависимость вязкости от скорости
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сти сдвига вязкость не успевает снизиться до
прежнего значения, и суспензия демонстрирует
реопексное поведение. Таким образом, дилатант-
ные суспензии при наличии релаксационных эф-
фектов становятся реопексными.

При высоких скоростях димеризации и распа-
да димеров выведенные уравнения вырождаются
в предельный случай мгновенного установления
равновесия. Этот предельный случай описан в
предыдущей работе [1], где показано, что уравнения
хорошо описывают псевдопластичность и/или ди-
латансию (в зависимости от соотношения пара-
метров    и ).

Для экспериментальной верификации выве-
денных уравнений были использованы данные,
опубликованные в литературе [8–10]. Результаты
сопоставления теории с экспериментом показа-
ны на следующих рисунках.

На рис. 6 показана зависимость напряжения
сдвига от скорости сдвига для водной суспензии
наноалмазов по данным [8]. Точки представляют
эксперимент, сплошные кривые – расчет по выве-
денным уравнениям. Легко видеть, что выведенные
уравнения находятся в хорошем согласии с экспе-
риментом, причем параметры уравнений принима-
ют реалистичные значения. Расчетные зависимости
объемной доли синглетов, а также вязкости от ско-
рости сдвига, соответствующие результатам, пред-
ставленным на рис. 6, показаны на рис. 7 и 8 соот-

10,ϕ 20  ,ϕ [ ]1η [ ]2η

ветственно. Легко видеть, что суспензия псевдопла-
стична и, как и следовало ожидать, наличие
релаксационного эффекта приводит к тиксотропии.

Однако в литературе [9, 10] имеются также
экспериментальные данные, согласно которым
псевдопластичная суспензия демонстрирует рео-
пексный характер [9], (зависимость сдвигового
напряжения от скорости сдвига для такой суспен-
зии по данным [9] показана на рис. 9), а также
суспензии с переменным характером течения [10]
(т.е. при одних скоростях сдвига наблюдается
тиксотропия, а при других – реопексия). Эти дан-
ные представлены на рис. 10.

Как оказалось, выведенные уравнения не опи-
сывают эти результаты. Дело в том, что эти урав-
нения предсказывают следующее поведение:

Рис. 6. Зависимость напряжения сдвига от скоро-
сти сдвига для водной суспензии наноалмазов по
данным [8]. Значения параметров: 

   
  

  Среднеквад-
ратичное отклонение кривых от точек составляет
0.3 Па (1.3% от среднего значения напряжения
сдвига). Индикатор ошибок показывает разброс
в 3%.
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Рис. 7. Водная суспензия наноалмазов. Расчетная за-
висимость объемной доли синглетов от скорости
сдвига.
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Выпуклая зависимость  представленная
на рис. 9, означает убывание вязкости при пря-
мом ходе, т.е. псевдопластичность. При последу-
ющем обратном ходе вязкость должна восстанав-
ливаться (возрастать) с запаздыванием, т.е. кри-
вая  для обратного хода должна была бы лежать
ниже кривой  для прямого хода, что противоре-
чит экспериментальным данным на рис. 9.

Данные на рис. 10 представляют систему с пе-
ременным характером течения: при прямом ходе
зависимость  сначала вогнута (дилатансия),
затем выпукла (псевдопластичность); то же и при
обратном ходе. Как было показано в предыдущих
работах [1, 11], для описания переменного харак-
тера течения необходимо учитывать образование
тримеров. Поэтому естественно предположить,
что учет образования тримеров вместе с учетом
конечности скорости реакций позволит описать
также и данные, представленные как на рис. 10,
так и на рис. 9. Исследованию этой возможности
будет посвящена следующая работа.

ВЫВОДЫ

1. Однокомпонентную суспензию можно рас-
сматривать как систему, состоящую из двух фрак-
ций: одиночных зерен и их димеров, между кото-
рыми с определенной конечной скоростью уста-
навливается равновесие, зависящее от скорости
сдвига. Эта модель единообразно и естественным
образом описывает 4 типа реологического пове-
дения суспензий: псевдопластичность, дилатан-
сию, тиксотропию и реопексию.

( ),τ γ

( )τ γ
( )τ γ

( )τ γ

2. Приложение сдвигового напряжения при-
водит во всех случаях к разрушению димеров и
сдвигу равновесия в сторону одиночных зерен.

3. Тип реологического поведения суспензии за-
висит от соотношения четырех параметров: пре-
дельных концентраций компонентов  и  их
характеристических вязкостей  и  а также
от времени достижения равновесия. Если это вре-
мя мало по сравнению со временем эксперимента,
уравнения вырождаются в предельный (равновес-
ный) случай и описывают псевдопластичность
и/или дилатансию. Если же это время сравнимо со
временем эксперимента, проявляются релаксаци-
онные эффекты – тиксотропия и/или реопексия.
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