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На основе уравнения Пуассона-Больцмана рассматривается электростатическое взаимодействие 
двух одинаковых заряженных диэлектрических сферических частиц в растворе симметричного 
электролита, радиусы которых значительно превышают радиус Дебая. Особое внимание уде-
ляется случаю высоких потенциалов на их поверхностях. С использованием метода конечных 
элементов проводятся расчеты сил взаимодействия между частицами при условии однородно-
го распределения заряда на их поверхностях и отсутствии внешнего электрического поля. По-
казано, что учет нелинейности уравнения Пуассона-Больцмана может быть необходим, даже 
если поверхностные потенциалы частиц достаточно малы и по формальным критериям можно 
использовать линеаризованное уравнение Пуассона-Больцмана. Полученные результаты могут 
быть полезны для понимания процессов в коллоидных системах и анализа экспериментов по 
взаимодействию частиц микронных размеров в растворе электролита. 
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ВВЕДЕНИЕ

При взаимодействии коллоидной частицы с рас-
твором электролита происходит ряд процессов, при-
водящих к появлению заряда на ее поверхности [1]. 
В случае симметричных электролитов распределение 
потенциала в окрестности частиц часто ищут исходя 
из уравнения Пуассона-Больцмана [2]:

 ∆u k u= D
2 sinh , (1)

где u = ψ
ψ0

, �ψ  – распределение потенциала в рас-

сматриваемой области, ψ0
0

=
k T
ie
B ,�kB – постоянная 

Больцмана, �T  – температура раствора, e0 – элемен-
тарный заряд, i  – валентность ионов электролита, 

kD
D

= 1
λ

�  – постоянная экранирования, λD  – деба-

евский радиус экранирования. В случае одновалент-
ных ионов при 25 градусах Цельсия ψ0 26≈ � мВ.  

Наличие заряда на поверхностях частиц приводит 
к возникновению электростатических сил взаимо-
действия между ними. Подробное обсуждение тео-
ретических основ уравнения (1) и соответствующий 
исторический обзор, начиная с классических работ 
Гуи [3] и Дебая и Хюккеля [4] и закачивая различ-
ными модификациями уравнения Пуассона-Боль-
цмана, даны в работах [5, 6]. Наличие заряда на по-
верхностях частиц приводит к возникновению элек-
тростатических сил взаимодействия между ними. 
Расчетам сил электростатического взаимодействия 
двух сферических макрочастиц на основе уравне-
ния (1) посвящено большое количество работ. В част-
ности, учет сил электростатического взаимодействия 
совместно с силами Ван-дер-Ваальса лежит в основе 
известной теории Дерягина-Ландау-Вервея-Овер-
бека [7]. При расчете сил взаимодействия достаточно 
часто ограничиваются двумя случаями: постоянного 
потенциала на поверхностях частиц и постоянного 
однородного поверхностного распределения заряда 
частиц. В первом случае на поверхностях частиц 
заданы однородные распределения потенциала, 
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который на большом расстоянии от поверхности 
частиц полагается равным нулю. Во втором случае 
для каждой из частиц полагается, что их сближение 
не приводит к изменению поверхностного распре-
деления заряда частицы, и граничные условия на по-
верхности каждой из них имеют вид [8]:

 ∇( ) + ∇( ) =u ui
e e

e
i i

e
n n

ε
ε

σ
ψ ε ε0 0

,  (2)

где индекс “e” указывает, что выражение вычисля-
ется по значениям величин вне частиц, “i” – внутри 
частиц, εi – диэлектрическая проницаемость веще-
ства частиц, εe  – диэлектрическая проницаемость 
окружающей их среды, ε0 – электрическая посто-
янная, ne  – единичный вектор нормали к элементу 
поверхности, направленный от частицы, ni �– еди-
ничный вектор нормали к элементу поверхности, 
направленный внутрь частицы, σ  – поверхностная 
плотность зарядов. Это условие позволяет совместно 
с условием постоянства потенциала на поверхностях 
частиц определить интервал значений, в котором 
могут лежать значения силы электростатического 
отталкивания частиц. При u < 1 расчеты, как правило, 
проводят на основе линеаризованного уравнения Пу-
ассона-Больцмана или уравнения Дебая-Хюккеля [9]

 ∆u k u− =D
2 0. (3)

Несмотря на то, что на практике, как правило, 
u > 1, число работ, посвященных расчету электро-
статического взаимодействия двух частиц в не- 
ограниченной среде на основе уравнения Пуассо-
на-Больцмана, в которых используется именно это 
уравнение (1), а не уравнение (3), или не рассма-
триваются какие-либо асимптотические решения, 
невелико. Исследование взаимодействия частиц при 
условии постоянства потенциала на их поверхно-
стях, без каких-либо упрощающих предположений, 
проводилось в работах [10–13]. В работе [13] также 
рассматривалось взаимодействие частиц с однород-
ным распределением заряда на их поверхностях с ис-
пользованием граничного условия (2). Однако в ней 
проводился расчет только энергии взаимодействия 
при одном-единственном заданном значении по-
тенциала на поверхности частиц, соответствующего 
бесконечно большому расстоянию между ними, од-
ном-единственном значении εe и единственном зна-
чении εi. Более подробный анализ влияния величины 
заряда и диэлектрической проницаемости вещества 
частиц на зависимость силы их электростатического 
отталкивания от расстояния между ними проведен 
в работе [14]. Там же можно найти более подробный 
обзор рассмотренных выше работ. Следует отметить, 
что ограничения на максимальные значения зарядов, 
обусловленные используемым в работе [14] методом, 
привели к тому, что для случая сильного экраниро-
вания, т. е. когда радиус Дебая много меньше радиуса 
частиц, значения u на поверхностях частиц были 

меньше единицы, что сделало проведенный в ней 
анализ неполным. В данной работе используемый 
в статье [14] алгоритм расчета модернизируется так, 
чтобы снять указанное ограничение на величину 
максимального заряда частиц, и проводится анализ 
взаимодействия частиц в условиях сильного экра-
нирования при использовании значений нормиро-
ванных потенциалов u, значительно превышающих 
единицу на поверхностях частиц.

МЕТОДИКА РАСЧЕТА

В данной работе для исследования электроста-
тического взаимодействия макрочастиц, как и в ра-
боте [14], применяется метод конечных элементов. 
В этом методе область, в которой ищется распределе-
ние той или иной величины, разбивается на множе-
ство подобластей. В результате получается расчетная 
сетка, на основе которой генерируется набор базис-
ных функций, используемых для аппроксимации 
искомого распределения в виде разложений в ряд 
по этим функциям с неизвестными коэффициен-
тами. Как и в работе [14], численное решение урав-
нения  (1) находится по его слабой форме

 

ε φ φ φ

φ

      


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f dS
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Здесь и далее использование тильды над операто-
рами и выражаемыми через координаты величинами 
указывает, что координаты нормированы на радиус a 
частиц, Ωi  – конечная область, содержащая веще-
ство частиц, Ωe – конечная область, содержащая ве-
щество, окружающее частицы, � V  – нормированный 
объем,  ГN  – граница, соответствующая поверхностям 
частиц, S  – нормированная площадь этих поверхно-
стей, φ – тестовая функция. Последовательная под-
становка тестовых функций в уравнение (4) позволяет 
получить систему уравнений для расчета указанных 
выше неизвестных коэффициентов. Вследствие сим-
метрии задачи расчет распределения потенциала 
проводится в полупространстве, содержащем лишь 
одну из частиц. При этом трехмерная задача сво-
дится к двухмерной переходом в цилиндрическую 
систему координат, в которой все распределения за-
висят только от полярного радиуса ρ  и аппликаты z � 
цилиндрической системы координат. Структура 
исходной расчетной области отображена на рис. 1.

Толстой линией показана граница, соответствую-
щая поверхности частицы. Линия AC соответствует 
оси симметрии задачи, проходящей через центры ча-
стиц. Линия AB соответствует плоскости симметрии 

(4)
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задачи, находящейся на одинаковом расстоянии 
от центров частиц. Линия ВС соответствует внеш-
ней границе системы. Для расчета сил электроста-
тического отталкивания, действующих на частицы, 
использовалось выражение [15]:

 F dS= ⋅∫ T n
S

, (5)

где интегрирование ведется по любой замкнутой 
поверхности, охватывающей частицу, n  – вектор 
нормали к этой поверхности, направленный внутрь 
области, охватываемой этой поверхностью, S – ука-
занная площадь поверхности. Здесь T  – тензор на-
пряжений,

 T I E E= +





− ⊗Π 1
2 0

2
0ε ε ε εe eE ,

где E – напряженность электрического поля в данной 
точке среды, I – единичный тензор, П– гидростати-
ческое давление, обусловленное разностью между 
локальным и объемным осмотическими давлениями

Π = ( ) −( )F k u0
2 1D cosh� � ,

где

 F e0 0 0
2= ε ε ψ .

Для оценки точности расчета сил использовался 
тот факт, что при отсутствии погрешностей значение 
силы не должно зависеть от выбора поверхности, 
охватывающей частицу, по которой ведется инте-
грирование выражения (5). Поэтому для оценки 
погрешности силы ее расчет проводился по поверх-
ности, соответствующей линиям AB и BC и по вспо-
могательной границе, показанной пунктирной ли-
нией на рис. 1. Метод конечных элементов позволяет 
численно решать линейные дифференциальные 
уравнения, а уравнение (1) является нелинейным. 

Для численного решения таких уравнений исполь-
зуются различные итерационные методы, которые 
позволяют сводить решение нелинейных уравнений 
к последовательному решению линейных уравнений. 
В работе [14] в качестве такого метода использовался 
метод Ньютона-Рафсона. Сходимость итерационного 
процесса в этом методе существенным образом за-
висит от распределения потенциала, используемого 
в качестве начального приближения. В работе [14] 
потенциал на линии ВС, соответствующей внешней 
границе системы, выбирался равным нулю и, со-
ответственно, в качестве нулевого приближения 
использовалось распределение с нулевым потен-
циалом во всех точках расчетной области. В данной 
работе для первоначального распределения вне ча-
стиц использовалась суперпозиция uf  распределений, 
получаемых для одиночных частиц с однородным 
распределением заряда на их поверхностях на основе 
уравнения (3) [16]:

 u u
k r

r

k r

rf s=
−( )( )

+
−( )( )









exp exp
,

1 11

1

2

2









 (6)

где us  – потенциал на поверхностях частиц, r1 и r2 – 
нормированные на радиус частиц расстояния до цен-
тров частиц,

 
u

f
ks =

+( )1
. (7)

Соответственно в качестве граничного условия внеш-
ней границы использовалось распределение потенциала, 
также рассчитываемое по формуле (6). Первоначаль-
ное распределение потенциала внутри частиц полага-
лось однородным со значением потенциала us. Радиус 
внешней границы выбирался таким, чтобы потенциал 
на ней при решении уравнения (1) в неограниченной 
области был бы как минимум в  5 103⋅  раз меньше, 
чем потенциал на поверхности частиц. Выражение 
для расчета этого радиуса приведено в [14]. Указан-
ное изменение граничного условия на границе ВС 
и первоначального распределения приводит к из-
менению значений рассчитываемых сил максимум 
на тысячные доли процента. Однако оно позволяет 
на порядок увеличить максимальные значения f, при 
которых сходится итерационная процедура в методе 
Ньютона-Рафсона. В частности, если при k = 10 
на основе подхода работы [14] максимально воз-
можное для расчета сил значение f равно 14, то при 
подходе данной работы оно повышается до 140. Из-
менение первоначального распределения потенциала 
и условия на границе ВС являются единственными 
изменениями в алгоритме расчета, используемом 
в [14]. Поэтому опущенные здесь подробности этого 
алгоритма можно найти в работе [14].

Рис. 1. Структура исходной расчетной области.

А

в
 ρ

С z
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

На рис. 2 сплошными линиями показаны зависи-
мости сил отталкивания, действующих на частицы 
шарообразной формы, от расстояния h между их 
поверхностями при k = 10 и разных значениях f и 
ε. Кроме того, для сравнения на этом же рисунке 
пунктирными линиями приведены зависимости сил 
от расстояний, построенные при условии постоян-
ного потенциала на поверхностях частиц.

При использовании условия постоянства потен-
циала слабая форма (4) упрощается и принимает вид

     ∇ ⋅ ∇ + =∫ ∫ ∫u dV k udV f dSφ φ φ
Ω Ω Γe e N

sinh .2

На поверхности частиц в этом случае задается по-
тенциал, равный потенциалу одиночной изолирован-
ной частицы при заданном значении f. Этот потен-
циал получался расчетом распределения потенциала 
при отсутствии второй частицы, для чего очевидным 
образом от расчетной области в виде четверти круга, 
изображенной на рис. 1, переходили к расчетной 

области в виде полукруга, соответствующим обра-
зом повернув линию AB и упростив первоначальное 
распределение (6). Зависимости нормированного 
потенциала u от нормированной плотности заряда f  
на поверхности частицы при разных значениях k 
показаны на рис. 3.

С ростом расстояния между поверхностями ча-
стиц поляризация их вещества уменьшается. Поэтому, 
как и следовало ожидать, значения сил при разных 
значениях ε  с ростом расстояния между частицами 
стремятся друг к другу. При этом, как видно из рис. 2, 
расстояние, начиная с которого можно не учитывать 
зависимость сил от  ε  при условии постоянства по-
верхностного распределения заряда, уменьшается 
с ростом f. Также с ростом f уменьшается расстояние, 
начиная с которого можно пренебрегать различием 
между значениями сил, рассчитанным при условии 
постоянства поверхностного распределения заряда 
и при условии постоянства потенциала на поверх-
ностях частиц. Как следует из результатов, представ-
ленных на рис. 3, при значениях f, не превышаю-
щих значение k, значение u на поверхности частицы 

Рис. 2. Зависимость нормированной силы электростатического взаимодействия частиц от нормированного рас-
стояния между поверхностями частиц при k = 10. Сплошные линии – условие постоянного однородного поверх-
ностного распределения заряда: 1 – f = 10, ε = 0.1; 2 – f = 10, ε = 1; 3 – f = 10, ε = 10; 4 – f = 50, ε = 0.1; 5 – f = 50,  
ε = 1; 6 – f = 50, ε = 10. Пунктирные линии – условие постоянного потенциала, соответствующего значению f для 
одиночной частицы: 7 – k = 10, 8 – f = 50.
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можно с точностью не менее 4% найти по формуле 
(7). Отметим, что хотя уравнение (3) Дебая-Хюк-
келя при отсутствии влияния второй частицы при 

указанных ограничениях на значения f и позволяет 
достаточно точно определить поверхностный потен-
циал частицы, из этого не следует, что уравнение (3) 
применимо для расчета сил взаимодействия частицы 
при всех значениях f, не превышающих k. Сказан-
ное иллюстрируется рис.  4, на котором отображены 
зависимости нормированной силы взаимодействия 
частиц от нормированной поверхностной плотно-
сти зарядов при расстоянии между поверхностями 
частиц равном радиусу Дебая.

В случае применимости уравнения Дебая-Хюк-
келя значения силы, нормированной на f 2, как это 
имеет место на рис. 4, должны слабо зависеть от f, 
и соответствующий участок зависимости должен 
быть близок к горизонтальному. Как видно из хода 
кривых на рис. 4, уравнение Дебая-Хюккеля при-
менимо только при значениях f, значительно мень-
ших  k, а значит, и при нормированных потенциалах u 
на поверхностях частиц, значительно меньших еди-
ницы. Из этого следует, что при расстояниях между 
поверхностями частиц, сравнимых с радиусом Де-
бая, в реальных условиях практически отсутствуют 
случаи применимости уравнения Дебая-Хюккеля. 
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Рис. 3. Зависимость нормированного потенциала u 
на поверхности одиночной изолированной частицы 
от нормированной поверхностной плотности заряда f: 
1 – k = 10, 2 – k = 50.

Рис. 4. Зависимость нормированной силы взаимодействия частиц от нормированной поверхностной плотности 
зарядов при расстоянии между поверхностями частиц, равном радиусу Дебая. Сплошные линии – условие посто-
янного однородного поверхностного распределения заряда: 1 – k = 10, ε = 0.1; 2 – k = 10, ε = 1; 3 – k = 10, ε = 10; 
4 – k = 50, ε = 0.1; 5 – k = 50, ε = 1; 6 – k = 50, ε = 10. Пунктирные линии – условие постоянного потенциала, соот-
ветствующего значению f для одиночной частицы: 7 – k = 10, 8 – k = 50.
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Вместе с тем в ряде экспериментальных работ [17–19] 
по исследованию взаимодействия шарообразных 
частиц в растворе электролита в некоторых случаях 
получаемые данные удается хорошо аппроксими-
ровать уравнением

 F F f
k

h
a

k= −



0

2 2π
exp , (8)

получаемым в условиях применимости уравнения 
Дебая-Хюккеля на основе приближения Дерягина [1]. 
Кроме того, такая аппроксимация может приводить 
к значениям k , согласующимся с теоретическими 
значениями [1] при данной концентрации электро-
лита даже в случаях, когда потенциал на поверхности 
частиц много больше единицы. Рассмотрим на при-
мере работы [17] ситуации, в которых уравнение (8) 
позволяет получать корректные результаты для ве-
личины k, не противоречащие результатам, которые 
получались бы при использовании расчетов на основе 
уравнения (1) Пуассона-Больцмана. Перечислим 
особенности этой работы, которые будем учитывать 
при проведении данного анализа.

В работе [17] рассматривается взаимодействие 
частиц кремнезема в водном растворе электролита, 
что соответствует значениям ε, близким к 0.05.

В качестве электролита используется NaCl, что 
позволяет при 25 �°С  использовать для расчета тео-
ретических значений радиуса λD Дебая применимое 
для данного типа электролита выражение [1]

 λD = 0 304.
,

c
 (9)

при условии, что λD выражается в нанометрах, а кон-
центрация c электролита в молях на литр (M).

При концентрациях от 10 мкM до 100 мкM полу-
чаемые на основе подгонки уравнения (8) к экспери-
ментальным данным значения λD соответствуют зна-
чениям, вычисляемым при помощи выражения  (9), 
а при 500 мкM и более – нет.

Для используемых радиусов частиц при концен-
трациях, близких к 10 мкM, 100 мкM и 500 мкM, 
значения k близки соответственно к 10, 30 и 70.

При концентрациях, близких к 100 мкM, полу-
чаемые с использованием (9) значения f, близки 
к 30, т. е. близки к k, а при концентрациях, близких  
к 10 мкM,  f  много больше k.

Если отбросить расстояния h между поверхностями 
частиц, на которых погрешность экспериментальных 
данных многократно превышала значения, подо-
бранные на основе аппроксимации уравнением (8), 
то можно считать, что при k = 10 и k = 30 аппрокси-
мация проводится в интервале расстояний h от 3λD до 
7λD, а при k = 70 в интервале от 8λD до 14λD.

На рис. 5 сплошными линиями отображены за-
висимости нормированной силы от нормирован-
ного расстояния между частицами при ε = 0 05.   

и k равными 10, 30 и 70 с использованием условия (2) 
на основе уравнения Пуассона-Больцмана. Значе-
ния f выбирались в соответствии с указанными выше 
особенностями анализа экспериментальных данных 
в работе [17]. На этом же рисунке штриховыми лини-
ями показаны кривые, построенные по уравнению (8) 
со значениями k и f, подобранными по наилучшему 
соответствию кривым, отображаемым сплошными ли-
ниями, на интервале расстояний h от 3λD до 7λD. Под-
бор k и f проводился по методу наименьших квадратов 
с использованием алгоритма, описанного в работе [20].

Из рисунка видно, что аппроксимация уравне-
нием  (8) позволяет получать значения k, близкие к по-
лучаемым на основе уравнения Пуассона-Больцмана 
в широком интервале k и f, но только в том случае, если 
эта аппроксимация проводится внутри интервала рас-
стояний h от 3λD до 7λD. Поэтому соответствие в [17] 
получаемых значений k уравнению (9) при концен-
трациях электролита от 10 мкM и 100 мкM и несоот-
ветствие при 500 мкM и выше легко объясняется тем, 
что в первом случае аппроксимация проводилась в ука-
занном интервале расстояний h, а во втором – вне его.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной работе рассмотрено элек-
тростатическое взаимодействие двух одинаковых 
сферических частиц с однородно распределенным 
зарядом на их поверхностях в растворе электро-
лита. Полагалось, что взаимодействие происходит 
в режиме сильного экранирования, т. е. для случая, 
когда радиус частиц значительно превышает ра-
диус Дебая. Исследование проводилось на основе 
численного решения нелинейного уравнения Пуас-
сона-Больцмана. Учитывалось, что на практике по-
верхностные потенциалы частиц могут значительно 
превышать отношение энергии теплового движения 
ионов электролита к их заряду. Показано, что чем 
больше расстояние между поверхностями частиц, тем 
меньше значения сил отталкивания, действующих 
на частицы, зависят от диэлектрической проница-
емости вещества частиц. При этом расстояние, на-
чиная с которого можно не учитывать зависимость 
сил от диэлектрической проницаемости вещества 
частиц, уменьшается с увеличением поверхностной 
плотности заряда. Расчеты показывают, что при до-
статочно больших величинах этого заряда и отноше-
ния радиуса частиц к радиусу Дебая это расстояние 
может оказаться менее радиуса Дебая. При этом если 
расстояния между поверхностями частиц сравнимы 
с радиусом Дебая или меньше его, учет нелинейности 
уравнения Пуассона-Больцмана необходим, даже 
если поверхностные потенциалы частиц достаточно 
малы и по формальным критериям применимо урав-
нение Дебая-Хюккеля. Продемонстрировано, что учет 
этого обстоятельства может существенным образом 
повлиять на интерпретацию результатов, получае-
мых в экспериментальных работах по исследованию 
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взаимодействия частиц микронных размеров в во-
дных растворах электролита.
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ON THE ELECTROSTATIC INTERACTION OF DIELECTRIC PARTICLES 
IN AN ELECTROLYTE SOLUTION  

IN THE STRONG SCREENING REGIME
S. I. Grashchenkov

The electrostatic interaction between two identical charged dielectric spherical particles in a symmetric 
electrolyte solution is studied based on the Poisson-Boltzmann equation. Particular attention is paid to 
the case of high surface potentials of particles, whose radii are significantly larger than the Debye radius. 
Using the finite element method, the interaction forces between the particles are calculated under the 
assumption of a uniform charge distribution on their surfaces and in the absence of an external electric 
field. This study demonstrates that accounting for the nonlinearity of the Poisson-Boltzmann equation 
may be essential, even when the surface potentials of particles are sufficiently small, allowing for the 
formal application of the linearized Poisson-Boltzmann equation. The results obtained can be useful for 
understanding processes in colloidal systems and analyzing experiments on the interaction of micron-
sized particles in electrolyte solutions.

Keywords: Poisson-Boltzmann equation, two charged microparticles, charge constant, colloidal particles




