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В статье предложена теоретическая модель магнитореологических свойств магнитных эласто-
меров, состоящих из намагничивающихся, без собственного магнитного момента, микронных 
частиц в мягкой полимерной среде. Рассмотрены два типа композитов: изначально изотроп-
ные (синтезированные в отсутствии магнитного поля) и анизотропные (полимеризованные  
в магнитном поле, провоцирующем объединение частиц в анизотропные структуры). Результаты 
показывают, что образование на стадии синтеза анизотропных структур приводит к значитель-
ному увеличению макроскопической сдвиговой жесткости композита. Теоретические результаты 
количественно соответствуют результатам экспериментов.
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Иллюстрация расположения отдельных агломератов в эластомере до включения магнитного поля (а), 
цепочки в недеформированном образце (б) и цепочки в образце при сдвиговой деформации (в).
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ВВЕДЕНИЕ

Магнитные нано- и микродисперсные ком-
позиты (феррогели, магнитные эластомеры, био-
логические ткани с внедренными магнитными 
частицами) состоят из магнитных нано- или ми-
кроразмерных частиц, внедренных в полимер-
ную матрицу. Эти многофункциональные матери-
алы привлекают большой интерес исследователей  
и практиков благодаря богатому набору физиче-
ских свойств, перспективных для применения  
в высоких технологиях, таких как миниатюрные 
высокочувствительные датчики; экраны для из-
бирательного поглощения электромагнитного из-
лучения; разнообразные медико-биологические 
приложения – например, имплантируемые магни-
тоуправляемые матрицы роста и регенерации био-
логических тканей [1–14].

Одним из важных классов магнитных компози-
тов являются магнитоактивные эластомеры (МАЭ), 
состоящие из микронных магнитных частиц, вне-
дренных в эластомер. Эти материалы сочетают эла-
стичность полимеров и высокий отклик на внеш-
нее поле [15–18]. Под воздействием магнитного 
поля частицы МАЭ могут выстраиваться в струк-
туры, вытянутые вдоль силовых линий поля [19, 
20]. Это приводит к значительным изменениям ма-
кроскопических реологических, электрических 
и других физических характеристик композита,  
а также его формы [17, 18, 21–27].

Одним из перспективных направлений в об-
ласти магнитных эластомеров является создание 
композитов с анизотропной внутренней структу-
рой. Для этого их синтез осуществляется в присут-
ствии внешнего магнитного поля. Намагниченные 
частицы, находясь в жидкой, еще не полимеризо-
ванной среде, образуют анизотропные структуры, 
вытянутые вдоль поля, которые сохраняются после 
полимеризации этой среды. 

Целенаправленно создавая такие структуры  
в ходе синтеза магнитного композита, можно в ши-
роких пределах управлять его макроскопическими 
характеристиками. Исследование реологических 
свойств магнитных эластомеров при различных 
концентрациях магнитных частиц показало, что 
модули вязкоупругости анизотропных компози-
тов могут в разы превышать аналогичные модули 
изотропных материалов с той же концентрацией 
внедренных частиц [28]. 

В теоретических работах [29–32] при вычис-
лении модулей упругости магнитных эластомеров 
учитывались взаимодействия между магнитными 
частицами, но не учитывалось изменение струк-
туры их расположения в полимере под действием 
магнитного поля. Этот подход уместен для доста-
точно жестких материалов, в которых сила упругого 
сопротивления матрицы существенно препятствует 
перемещению магнитных частиц. Магнитоупругие 

свойства изотропных и анизотропных МАЭ на ос-
нове мягких полимерных матриц, где перегруппи-
ровка частиц может быть значительной, остаются 
недостаточно исследованными. 

Целью данной работы является теоретическое 
исследование мягких магнитоактивных эласто-
меров, состоящих из микронных намагничиваю-
щихся частиц без собственного магнитного мо-
мента, внедренных в полимерную среду. Рассма-
триваются композиты, имеющие после синтеза 
как изотропную, так и анизотропную внутреннюю 
структуру (т.е. синтезированные как в отсутствии, 
так и в присутствии внешнего магнитного поля). 
Внимание сконцентрировано на зависимостях 
модулей упругости таких материалов от внешнего 
магнитного поля. 

Под действием поля частицы в мягких сре-
дах могут образовывать топологически различные 
анизотропные структуры. Полное описание таких 
структур современными методами статистической 
физики не представляется возможным, тем более 
что определяющее влияние на их формирование 
имеют особенности синтеза композита, морфоло-
гия расположения частиц после его полимеризации. 

Для того чтобы получить результаты в макси-
мально прозрачной математической форме, мы 
моделируем их линейными цепочками, длина ко-
торых определяется балансом между силами маг-
нитного межчастичного притяжения и силами 
упругого сопротивления несущего полимера сме-
щению частиц. Предполагается, что длина цепо-
чек меньше толщины образца. Очевидно, такое 
приближение может быть оправдано, если кон-
центрация частиц существенно меньше концентра-
ции плотной упаковки. Модель цепочек позволяет  
в простейшей форме учесть анизотропный харак-
тер внутренних структур, возникающих под дей-
ствием магнитного поля. Как показано ниже, она 
позволяет при умеренных концентрациях частиц 
воспроизвести результаты измерений магниторе-
ологических эффектов как в изначально изотроп-
ных, так и анизотропных материалах.

Структура работы следующая. Во второй ча-
сти рассматривается модель, позволяющая оце-
нить распределение цепочек по числу частиц в них  
и среднее число частиц в цепочке в первоначально 
изотропном композите. В части 3 предложена мо-
дель, позволяющая оценить модуль упругости ком-
позита с цепочечными структурами. В части 4 под-
ход частей 2 и 3 используется для оценки модуля 
упругости анизотропного композита, в котором 
после синтеза образованы цепочечные агрегаты. 
Расчеты по предлагаемой модели сравниваются 
с экспериментальными результатами [28]. В этой 
работе были синтезированы две серии образцов 
магнитных композитов на мягкой полимерной 
основе с внедренными микронными частицами 
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карбонильного железа. Объемная концентрация 
частиц в образцах варьировалась в пределах 11–
38%. Одна серия образцов была полимеризована  
в отсутствии магнитного поля, другая – в его при-
сутствии. Под действием поля в композите на ста-
дии синтеза образовывались видимые в микроскоп 
цепочечные структуры, вытянутые вдоль поля, ко-
торые фиксировались при его полимеризации. 
Судя по микрофотографиям полимеризованных 
композитов [28], длина цепочек в них была суще-
ственно меньше толщины образцов, что соответ-
ствует сделанному выше предположению о раз-
мерах цепочек. Проводились измерения влияния 
магнитного поля на сдвиговые реологические ха-
рактеристики обоих серий образцов. 

2. ИЗОТРОПНЫЕ КОМПОЗИТЫ

2.1. Физическая модель системы

В этом разделе рассмотрим модель изотропного 
магнитного эластомера, состоящего из упругой 
сплошной среды и внедренных в нее неброунов-
ских намагничивающихся частиц, которые могут 
создавать анизотропные структуры под действием 
магнитного поля. Анализ структурирования частиц 
основан на идеях иерархической модели, предло-
женной в [33] для описания структур в композитах 
частицами пермаллоя.

Как показывают эксперименты [34–36] при по-
лимеризации альгинатных суспензий, гидрогелей 

и феррогелей в отсутствии внешнего магнитного 
поля, магнитные частицы внутри материала рас-
пределяются неоднородно, формируя плотные 
сгустки (комки) – первичные агломераты. Изме-
рения показывают, что модули упругости и вяз-
кости таких композитов значительно превосхо-
дят значения, предсказываемые традиционными 
моделями композитных материалов и суспензий, 
рассматривающими отдельные частицы [29, 30]. 
Именно концепция первичных агломератов по-
зволила объяснить в [33, 35] наблюдаемое сильное 
влияние концентрации частиц на свойства ферро-
гелей, а также выраженные магнитореологические 
эффекты в жидких альгинатных суспензиях. Ана-
логичный эффект был обнаружен и в феррогелях, 
где в качестве наполнителя используются частицы 
пермаллоя [33, 35]. 

На основании этого мы будем предполагать, что 
при синтезе композита до включения поля частицы 
магнитного наполнителя объединялись в первич-
ные агломераты, однородно и изотропно распреде-
ленные в несущей среде. Эти агломераты, как пра-
вило, состоят из случайного числа частиц и имеют 
случайную, геометрически нерегулярную форму. 
Здесь, чтобы получить физические результаты  
в максимально простом и обозримом виде, мы, 
как и в [33], будем моделировать их как одинако-
вые сферические кластеры, число частиц в которых 
оценим ниже.

Схематически рассматриваемая система пред-
ставлена на рис. 1. Предполагается, что вначале 
на стадии полимеризации без магнитного поля 

Рис. 1. Иллюстрация расположения отдельных агломератов в эластомере до включения магнитного поля (а), це-
почки в недеформированном образце (б) и цепочки в образце при сдвиговой деформации (в).
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агломераты частиц хаотично распределены в об-
разце (рис. 1а) затем, при наложении магнитного 
поля, объединяются в цепочки, выстроенные вдоль 
поля (рис. 1б). Макроскопическая сдвиговая де-
формация материала приводит, в частности, к от-
клонению цепочек от направления магнитного 
поля (рис. 1в).

Необходимо отметить, что в реальных магнит-
ных эластомерах частицы и их агломераты могут 
образовывать разнообразные топологически слож-
ные, разветвленные структуры. Модель линей-
ных цепочек – простейшая, позволяющая учесть 
возникающую под действием поля внутреннюю 
анизотропию композита. Как показано ниже, эта 
модель является вполне работоспособной, позво-
ляя описывать экспериментальные результаты, по 
крайней мере, с точностью до порядка величины. 

2.2. Распределение цепочек по числу агломератов 

Нашей задачей является описание перехода си-
стемы из состояния (a) в состояние (б) на рис. 1  
и определение среднего числа сферических пер-
вичных агломератов в цепочках при заданном маг-
нитном поле. 

Следуя [38], воспользуемся основными идеями 
иерархической модели формирования цепочек  
в магнитореологических материалах (эластомерах, 
гелях и жидкостях), совмещенными с решеточной 
моделью расположения агломератов. Отметим, что 
решеточный подход часто применяется в статисти-
ческой физике газов и жидких систем [39]. 

Рассмотрим кубическую решетку, изображен-
ную на рис. 2, с длиной ребра l . Эту длину оце-
ним из условия, что отношение объема агломерата 
к объему ячейки равно объемной концентрации 
агломератов Φ  в композите:

l d= ⋅




a

π
6

1

3

Φ
, (1)

здесь da – диаметр агломерата. Объемная концентра-
ция агломератов Φ, конечно, больше, чем концентра-
ция частиц в эластомере. Способ оценки Φ  для дан-
ной экспериментальной ситуации обсуждается ниже. 

Будем считать, что до включения поля цен-
тры всех агломератов в системе с равной ве-
роятностью находятся в любой точке вну-
три линейного сегмента ячейки кубиче-
ской решетки; длина сегмента S1= l – da; 
его центр совпадает с центром ячейки решетки 
(рис. 2). Обозначим случайное расстояние между 
центрами соседних частиц как lr. Расстояние lr при-
нимает любое значение в пределах (рис. 2):

d l S da r a� � �2 1 . (2)

Рассмотрим теперь объединение агломератов  
в цепочки, проиллюстрированное на рис. 3. В рам-
ках иерархического подхода [39] мы рассматриваем 
образование цепочек как объединение одиночных 
агломератов в дублеты; затем – объединение ду-
блетов в квартеты агломератов и т.д. Каждая це-
почка состоит из n = 2k агломератов, где k = 0, 
1… – номер этапа объединения. Различные этапы 
этого объединения проиллюстрированы на рис. 3.

Число агломератов в стабильной цепочке опре-
деляется конкуренцией сил магнитного притяже-
ния между ними и силами упругого сопротивле-
ния полимера смещению агломератов. Для упро-
щения расчетов, как и в [33], мы не учитываем 
взаимодействие агломератов, расположенных на 
разных осях решетки.

Рассмотрим произвольную ось решетки, па-
раллельную магнитному полю H0 (рис. 3). Вначале 
агломераты находятся в одиночном состоянии, 
как это проиллюстрировано на левой оси рис. 3. 
Каждый центр одиночного агломерата может на-
ходиться с равной вероятностью в пределах сво-
его собственного сегмента S1, тогда центр дублета, 
состоящего из этих двух агломератов, может быть 
расположен в любой точке сегмента S2, длина кото-
рого вычисляется как сумма сегментов одиночных 
агломератов S l d S2 12 2 2� � �a . 

Аналогичное предположение делается для цен-
тров кластеров из четырех агломератов, и так далее. 
Этот алгоритм объединения может быть продол-
жен далее до цепочки n-агломератов (см. рис. 3). 
Длина сегмента для цепочки из n-агломератов ра-
вен сумме длин сегментов n агломератов:

	 S n S n l dn = ⋅ = ⋅ −( )1 a .	 (3)

Рассмотрим две соседние n-агломератные це-
почки и обозначим номер агломерата в одной из 

Рис. 2. Иллюстрация кубической решетки. Центры 
каждого агломерата могут располагаться в любой 
точке внутри его сегмента Sl.
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цепочек как  j. Предположим, что «самый нижний» 
агломерат в «верхней» n-агломератной цепочке  
и «самый верхний» агломерат в «нижней» n-агло-
мератной цепочке (см. иллюстрацию на рис. 4) 
имеют номер 1. Одиночные агломераты должны 
сместиться таким образом, чтобы образовать  
n-агломератную цепочку. Простые вычисления по-
казывают, что для j-го одиночного агломерата та-
кое смещение будет равно

δz
n

j l dj

0 1

2
( ) = + −







−( )r а . (4)

Предположим теперь, что каждая из этих двух це-
почек сместилась (под действием магнитного притя-
жения) по направлению к другой на расстояние ΔZ 
относительно положения формирования этих цепо-
чек. Эта ситуация проиллюстрирована на рис. 4.

Общее смещение j-х агломератов верхней це-
почки на рис. 4 относительно начального их поло-
жения, показанного на Рис. 2, равно:

	 δ δz z Z
n

j l d Zj j= − = + −






−( ) −( )0 1

2
∆ ∆r а . 	 (5)

Аналогично общее смещение j-го агломерата  
в нижней цепочке равно:

δ δz z Z
n

j l d Zj j= − + = − + −






−( ) +( )0 1

2
∆ ∆r а . 	 (6)

Удобно ввести расстояние ξ между центрами 
агломератов на ближайших концах цепочек  
(рис. 4). Легко показать, что выполняется следую-
щее соотношение:

ξ = −L Zn 2∆ ,

�L n l d dn � �� � �r а а,
(7)

здесь Ln – расстояние между центрами ближайших 
агломератов соседних устойчивых n-агломератных 
цепочек; это расстояние зависит от начальных (для 
одиночных агломератов) случайных расстояний lr. 
Используя эту формулу и уравнения (2), (3), полу-
чаем диапазон значений этого расстояния

d L S dn nа а� � � �2 . (8)
Полную энергию деформации матрицы, соот-

ветствующую положениям цепочек, показанным на 
рис. 4, в приближении Гука можно представить как:

U z Z Z zn
j

n

j j
el( )

=

( ) ( )= −





+ −















∑β δ δ

1

0
2

0
2

∆ ∆ , (9)

здесь β = 3πG0dа, а G0 – модуль сдвига матрицы [29].

Рис. 3. Эскиз первых трех стадий (k = 0, 1, 2) агре-
гации агломератов. Горизонтальные стрелки иллю-
стрируют эволюцию агломератов с течением вре-
мени. Показаны сегменты возможных положений 
цепочек. Границы сегментов соответствуют полюсам 
агломератов на концах цепочек. Отдельные агломе-
раты и цепочки показаны в центрах сегментов их 
возможных положений.

2l

l

H 2l
0

Рис. 4. Иллюстрация смещения цепочек навстречу 
друг другу. Слева – взаимное расположение це-
почек сразу после их образования; справа – после 
смещения. Горизонтальная стрелка – эволюция во 
времени.
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Объединяя (5), (6), (7) и (9), приходим к следу-
ющей оценке для безразмерной упругой энергии:

U n j l d Ln
j

n

n
el

r pξ β ξ( ) = + −( ) −( ) + −( )














=
∑2

1 2

1

2
.

(10)

Сила упругости, препятствующая сближению 
цепочек, равна

F
dU

d

n
Ln

n
n

el
el

ξ
ξ

ξ
β ξ( ) = −

( )
= −( )

2
. (11)

Теперь оценим силу магнитного взаимо-
действия между цепочками из n-агломератов 
(рис. 2). В рамках простейшего диполь-диполь-
ного приближения эту силу можно представить  
в виде суммы диполь-дипольного взаимодействия 
каждого агломерата одной цепочки с каждым агло-
мератом другой:

F
m m

r
n

i

n

k

n
i k

ik

m ξ
µ
π( ) = −

= =
∑∑

3

2
0

1 1
4

. (12)

Здесь μ0 – магнитная проницаемость вакуума; 
mi – магнитный момент i-го агломерата в одной из 
цепочек; rik – расстояние между центрами этого 
агломерата и k-го агломерата другой цепочки  
(рис. 5). Допустимость использования диполь-ди-
польного приближения в контексте рассматривае-
мой задачи обсуждается в Заключении. 

Будем считать, что магнитные моменты всех 
частиц в цепочках одинаковы. Результаты ра-
боты [37] показывают, что это приближение при-
водит к небольшому отклонению от более точного, 
но гораздо более громоздкого подхода, учитываю-
щего зависимость моментов магнитных агломера-
тов от их положения в цепочке. В (12) обозначим 
момент частицы в n-агломератной цепочке как  
mn = VаMn, где Va – объем агломерата, Mn – его на-
магниченность. Подставляя это соотношение в (12) 
с учетом rik = ξ + da(i + k – 2) (рис. 5), приходим  
к следующему выражению

F
V M

d i k
n

n

i

n

k

n
m а

a

ξ
µ

π ξ
( ) = −

+ + −( )( )= =
∑∑

3

2

1

2

0
2 2

1 1
4
. (13)

Из-за сложной формы поверхности цепочки 
математически строгий расчет намагниченности 
Mn невозможен. Здесь, чтобы получить физиче-
ски прозрачные результаты, мы оценим Mn для 
цепочки n-агломератов как намагниченность эл-
липсоида вращения с большой и малой осями, 
равными ndа и dа соответственно. Эллипсоидаль-
ная модель цепочки в недеформированном и де-
формированном образцах проиллюстрирована на  
рис. 6. Отметим, что такой подход недавно был 
успешно использован для расчетов реологических 
свойств жидких альгинатных суспензий с магнит-
ными частицами [35]. 

В рамках эллипсоидальной модели магнитное 
поле Hin внутри цепочки можно определить с по-
мощью классического соотношения теории магни-
тостатики [40]: 

H H M Nin  

= −0 cos ,θ

H H M Nin⊥ ⊥ ⊥= − −0 sin .θ
(14)

Здесь θ – угол отклонения оси эллипсоида от 
оси z (т.е. от внешнего магнитного поля H0 ) вслед-
ствие макроскопической сдвиговой деформации 
образца. Символами ∥ и ⊥ обозначены компо-
ненты векторов, параллельные и перпендикуляр-
ные главной оси эллипсоида; N∥ и N⊥ – размагни-
чивающие факторы эллипсоида вдоль и перпенди-
кулярно этой оси [40]:

N
n

n

n
n n



�
� �

� ��
�
�

�
�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�

1

1 1
1 1

2 2

2ln ,

N N� � �� �1 2


/ .

(15)

Вообще говоря, намагниченность агломе-
рата нелинейно зависит от поля H0. Используя 

Рис. 5. Иллюстрация расстояния между центрами 
k-го и i-го агломератов, расположенных в соседних 
двух n-агломератных цепочках.
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полуэмпирическое соотношение Фрелиха-Кен-
нелли [41], представим: 

M H
M

M H
= ⋅ =

+
χ χ

χ
χin

s

s in

, ,0

0
(16)

где χ0 и Ms – начальная восприимчивость матери-
ала агломерата и его намагниченность насыщения 
соответственно; χ – восприимчивость агломерата 
во внутреннем поле Hin.

В этом разделе мы рассматриваем недеформиро-
ванный образец и положим угол θ = 0 (рис. 6). Объе-
диняя (14) и (16), получаем

M M

H M N

H M N M H N

N

n z= =

+ +( ) −

− + +( )( ) −

χ χ

χ χ χ

0 0 0

0 0 0

2

0
2

0

1

1 4

2

�

�

� s

s s



 



χχ0

.

(17)

Нижний индекс n здесь отмечает намагничен-
ность n-агломератной цепочки. 

Запишем полную силу, действующую на  
n-агломератную цепочку со стороны второй це-
почки и полимерной матрицы, как

F L F F Ln n n n nξ ξ ξ, , .( ) = ( ) + ( )m el (18)

Силы магнитного взаимодействия цепочек 
Fn

m ξ( )  и упругого сопоротивления среды F Ln n
el ξ,( )  

определены в (12, 13) и (11) соответственно.

Образование устойчивой цепочки из 2n-агломе-
ратов двумя n-агломератными цепочками зависит 
от конкуренции магнитных и упругих сил, дей-
ствующих на цепочки. Действительно, агломераты 
образуют цепочки из-за магнитного притяжения, 
однако упругие силы, возникающие в содержа-
щей их среде вследствие смещения агломератов, 
этому препятствуют. В (11), (12) силы магнитного 
притяжения отрицательны, упругие силы положи-
тельны. Для создания новой цепочки общая сила  
в (18) должна быть отрицательной для всех значе-
ний ξ, Ln. 

Введем критические значения ξc, Lc n
 этих рас-

стояний, соответствующие агрегированию цепочек 
2n-агломератов под действием заданного магнит-
ного поля (рис. 5). Эти величины можно найти из 
следующих условий для полной силы (см. подроб-
ное объяснение в [33]): 

F L
dF L

dn n
n n

L
n

ξ
ξ

ξ ξс c cc
, ,

,
| .,� �( ) =

( )
=0 0 (19)

Рассмотрим теперь сформированную цепочку  
с количеством агломератов в ней n. Обозначим 
число таких n-агломератных цепочек в единичном 
объеме системы как gn. Эта функция распределения 
удовлетворяет следующему условию нормировки

i
nng

V
=

∞

∑ =
1

Φ

а

. (20)

Отметим, что отношение 
Φ
Vа

 представляет со-

бой общее число агломератов в единице объема 
композита.

Рис. 6. Иллюстрация моделирования цепочечных агломератов как эллипсоидов вращения вдоль оси z. Цепочка, 
параллельная приложенному полю, соответствует недеформированному образцу, наклонная цепочка соответствует 
смещенному образцу.
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Расстояние L1 = lr между отдельными агло-
мератами (до их агрегирования) имеет случай-
ный характер, а расстояние Ln между устойчи-
выми цепочками n-агломератов зависит от lr (7).  
С равной вероятностью Ln может иметь любое 
значение в пределах неравенства (8). Объединение 
агломератов в цепочки произойдет при выполне-
нии неравенства L Ln n

< cr . Учитывая это, преоб-
разуем неравенство (8) в виде

0
2

1≤
−

⋅
≤

L d

S
n

n

cr а
,

P
L d

Sn
n

n=
−

⋅
cr а

2
.

(21)

Величина 
L d

S
n

n

cr а−

⋅2
 представляет собой вероят-

ность Pn образования 2n-агломератной цепочки в ре-
зультате объединения двух n-агломератных цепочек.

Функция распределения gn определяется че-
рез вероятность Pn следующим образом (см., 
также, [33]). Учтем, что в рамках рассматриваемой 
модели n-агломератная цепочка образуется объе-
динением двух n/2-агломератных цепочек. В свою 
очередь, n/2-агломератная цепочка образована в ре-
зультате объединения двух n/4-агломератных цепо-
чек и т.д. вплоть до одиночных агломератов (рис.  3). Та-
ким образом, для определения gn необходимо учесть 
все вероятности P P P P Pn n n, , , , ,/ /2 4 2 1… :

g
nV

P P P P P P

nV
P P

n n n n n

n i

n

i

�= −( ) ⋅…⋅ =

= −( )
=∏

Φ

Φ
а

а

1

1

2 4 8 2 1

1

/ / /

,

	 g
V

P
a

1 11= −( )Φ
. 	 (22)

Здесь множитель Φ
V nа

 – вероятность того, что  

в системе присутствуют только n-агломератные це-
почки в единице объема, P1  – вероятность образо-
вания 2-агломератной цепочки, g1  – число оди-
ночных агломератов. Несложный анализ показы-
вает, что функция (22) удовлетворяет условию 
нормировки (20). Напомним, что gn  – число  
n-агломератных цепочек в единичном объеме си-
стемы. Используя (20), можно определить среднее 
число агломератов <n> в цепочках:

n
ng

g
V

g

n n

n n
a

n n

= ==

∞

=

∞

=

∞

∑
∑ ∑

1

1 1

1Φ
. (23)

Система (19) может быть решена численно, что 
позволяет для каждого n найти соответствующую 
длину сегмента L

nc , после чего, используя (3), (21), 
(22), (23), определить вероятность Pn  и функцию 
распределения gn , а также среднее число <n> агло-
мератов в цепочке. Некоторые результаты расчетов 
представлены на рис. 7.

3. МОДУЛИ УПРУГОСТИ КОМПОЗИТА

Рассмотрим магнитный эластомер, состоящий 
из упругой матрицы и одинаковых удлиненных 
намагничивающихся цепочек; число агломератов  
в цепочке равно среднему числу <n>, опреде-
ленному в (23). Пусть, как в экспериментах [28], 
композит испытывает малый макроскопический 

Рис. 7. Среднее число частиц <n> в цепочках в зависимости от приложенного магнитного поля Н. Параметры си-
стемы: χ0 = 1000, G0 = 1.58 кПа, Ms = 550 кА/м, da = 10 мкм, Φ = 0.34.
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сдвиг в направлении перпендикулярно полю  
(рис. 1в и 6.). Следуя общей теории механики по-
лярных сред (например, [42, 43]), модуль сдвига 
композита можно представить в виде: 

G G G� �s a. (24)

Здесь первое слагаемое соответствует симме-
тричному напряжению, которое возникает из-за 
упругих деформаций в матрице композита; второй 
член соответствует антисимметричному напряже-
нию, вызванному магнитными моментами, действу-
ющими на цепочки. Для оценки Gs  можно исполь-
зовать соотношение Кригера–Догерти [44, 45]: 

G n G

G n

s
m

m

( ) = −










− ( ) 

0 1
Φ

Φ

Φ

, (25)

успешно применявшееся для расчетов вязкости 
и модулей вязкоупругости жидких магнитных су-
спензий и полимеризованных феррогелей [35, 45].

Здесь Ф – объемная концентрация агломератов, 
Φm  – объемная концентрация плотной упаковки; 
G n� ��
�

�
�  определяется, как и в [33], из условия, что 

комплекс G G n0 1 + ( ) ( )Φ  равен модулю упруго-
сти предельно разбавленного ( Φ� 1 ) композита, 
G0 – модуль сдвига матрицы.

Чтобы оценить G n� ��
�

�
� , как и в [33], цепочеч-

ные агрегаты представляем в виде эллипсоидов 
вращения, показанных на рис. 6, с малой и боль-
шой осями, равными da  и nda  соответственно. 
Важно отметить, что объем такого эллипсоида ра-
вен суммарному объему агломератов в цепочке. 
Используя результаты механики суспензий эллип-
соидальных частиц [43], приходим к следующему 
соотношению:

G n n
n n n n

n n n

( )  = ( ) +
( ) + ( ) ( ) + ( )

+

+ ( ) − ( ) ( )
α

ζ β λ β

χ β λ
2

2 .
(26)

Здесь α λn n( ) ( ),...  – форм-факторы эллип-
соида, приведенные в Приложении. В [46] пока-
зано, что влияние отдельных удлиненных частиц 
(в нашем случае – цепочек) на макроскопические 
свойства композитов преобладает над эффектами 
межцепочечного взаимодействия. Это позволяет 
применить (26) для широкого круга объемных кон-
центраций агломератов.

Поскольку агломераты в цепочке состоят из 
магнитных частиц, необходимо оценить объемную 
концентрацию Φ  этих агрегатов. Ее невозможно 
рассчитать теоретически, поскольку она опреде-
ляется неконтролируемыми процессами синтеза 

композита, детали которых определить не пред-
ставляется возможным, и не равна объемной доли 
внедренных частиц. Однако Φ  можно оценить из 
экспериментов для композитов в отсутствии поля, 
когда агломераты можно рассматривать как от-
дельные сферы, показанные на рис. 1а. Используя  
 (25), получаем:

Φ Φ
Φ

= −






























−

( ) 
1

0

0

1

1G

G

G ms exp
m . (27)

Здесь G 1 5 2� ��
�

�
� � /  (26) – классический мно-

житель Эйнштейна, получаемый для систем оди-
ночных сфер. 

Для изотропных образцов, использованных  
в [28] с объемной концентрацией частиц ϕ = 0 33. , мо-
дуль сдвига при нулевом поле G s exp

0 36 2= .  кПа,что 
дает концентрацию агломератов Φisot ≈ 0 341.  при  
G0 = 7.8 кПа.Оценки концентрации первичных агло-
мератов при других концентрациях магнитных ча-
стиц приведены в подписях к рис. 9, 10.

Рассмотрим эллипсоид, отклоненный от направ-
ления магнитного поля на угол θ (рис. 6). Антисим-
метричную часть Ga в (24) можно оценить так [43] 

G
Va

el

m=
⋅

( )Φ Γ

2

θ

γ
. (28)

(см. также [33])
Здесь γ – величина макроскопической сдвиго-

вой деформации; V V nel a� �  – объем эллипсоида; 
Γm θ( )  – момент силы, действующий на эллип-
соид со стороны внешнего магнитного поля H0,  
равный [40]:

Γm elθ µ θ( ) = ( )∫0 0

0V M H dH
H

x , . (29)

Здесь M Hx � �  – намагниченность эллипсоида  
в поле H (играющем роль H0 ).

Декартовы составляющие намагниченности эл-
липсоида связаны с параллельными и перпендику-
лярными, относительно главной оси эллипсоида, 
компонентами следующим образом:

M M Mz � � �

cos sin¸ ¸ ,

M M c Mx � �� os sin¸ ¸


. (30)

Компоненту Мх, как функцию от H и θ, 
можно найти, объединив (14), (16) и (30). Напом-
ним, что здесь θ – угол отклонения эллипсоида, 
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моделирующего цепочку, от магнитного поля 
в результате макроскопического смещения 
u zx = γ  в образце. Этот угол можно оценить 
из соображений баланса магнитного и упру-
гого момента сил, действующих на эллип-
соид. Используя результаты [43] и идентичность 
уравнений деформирования упругой среды и 
Навье–Стокса при малых числах Рейнольдса, 
в линейном приближении относительно угла θ  
и макроскопической сдвиговой деформации γ 
получаем

	 θ γ
θ

= −
( )
+





− +





Γm

4 1
1 2

0

2

2

G n
N n N
 

. 	 (31)

Вычисляя Γm θ( )  в (29) в линейном по θ  при-
ближении, можно найти θ в явной форме, которую 
для краткости здесь опускаем. 

Подставляя θ, полученное как решение (31),  
в (24–26) и (28), определяем модуль упругости G 
композита при заданном сдвиге γ . Ниже приведены 
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Рис 8. Модуль сдвига изотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: γ = 0.001, χ0 = 25, G0 = 7.8 кПа, Ms = 325 кА/м, dа = 10 мкм, Φ

isot
≈ 0 402. , Φ

m
= 0 67. . Концентрация частиц 

из эксперимента ϕ = 0 33. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [28].
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Рис. 9. Модуль сдвига изотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: γ = 0.001, χ0 = 25, G0 = 7.9 кПа, Ms = 325 кА/м, dа = 10 мкм, Φ

isot
≈ 0 384. , Φ

m
= 0 67. . Концентрация частиц 

из эксперимента ϕ = 0 27. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [28].
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результаты сравнения расчетов по предложенной 
модели с экспериментальными данными [28], по-
лученными для очень малых деформаций γ.  Срав-
нение расчетов при γ → 0  с экспериментальными 
данными в зависимости от магнитного поля для трех 
значений концентраций представлено на рис. 8–10. 

4. АНИЗОТРОПНЫЕ КОМПОЗИТЫ

При моделировании анизотропных композитов 
необходимо учитывать тот факт, что их полиме-
ризация проводилась в магнитном поле, которое 
спровоцировало образование цепочечных струк-
тур. Размер этих цепочек определяется полем,  
в котором производилась полимеризация, под-
вижностью агломератов в жидком полимере и дру-
гими факторами. Влияние условий полимеризации 
магнитных эластомеров на размер образующихся  
в них структур не изучен. Поэтому здесь будем счи-
тать, что анизотропный образец при нулевом поле 
состоит из уже сформировавшихся цепочек, длину 
которых оценим из измерений модуля упругости  
в нулевом поле. Для анизотропного образца  
с объемной концентрацией ϕ = 0 33.  магнитных ча-
стиц измерения [28] в нулевом поле дают модуль 
сдвига G s exp

0 112≈ � кПа (рис. 10). Из соотношений 
(26), (27) получаем оценки Φanis ≈ 0 34.  и n ≈ 2 1. , 
приводящие к наилучшему соответствию вычис-
ляемых и измеренных значений модуля сдвига при 
нулевом поле. 

Объединение цепочек под действием магнит-
ного поля может быть описано в рамках той же 
решеточной иерархической модели, что и для 
изотропного образца. Рассмотрим в качестве при-
мера композит с концентрацией частиц ϕ = 0 33. . 
Единственное отличие состоит от рассмотренного 
в предыдущем разделе описания структурирова-
ния изотропного образца в том, что «стартовые» 
цепочки, с которых начинается структурирование 
во внешнем поле, состоят не из одного агломе-
рата, а формально из 2.1. Отметим, что 2.1 – это 
среднее число, поэтому противоречия с тем, что 
число агломератов в цепочке должно быть целым, 
нет. Затем применяем решеточную модель к таким 
цепочкам, описанную в предыдущей главе. Резуль-
таты сравнения расчётов и эксперимента для ани-
зотропных композитов для трех значений концен-
траций представлены на рис. 10–12.

На рис. 14, 15 представлены сравнения расче-
тов по предложенной модели и экспериментов [48]  
с анизотропными магнитными эластомерами. 

На рис. 8–15 демонстрируется, что представлен-
ная модель по крайней мере по порядку величины 
воспроизводит экспериментальные результаты 
различных экспериментальных работ, в том числе 
вывод [28] о том, что модуль сдвига анизотропных 
композитов в 2–3 раза превышает модуль изотроп-
ных композитов с той же концентрацией частиц.

Отметим, что в отличие от многих композитных 
материалов, упругие характеристики мягких поли-
меров могут изменяться в результате внедрения  
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Рис. 10. Модуль сдвига изотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: γ = 0.001, χ0 = 30, G0 = 6 кПа, Ms = 300 кА/м, dа = 10 мкм, Φ

isot
≈ 0 294. , Φ

m
= 0 45. . Концентрация частиц 

из эксперимента ϕ = 0 16. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [28].
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Рис. 11. Модуль сдвига анизотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: γ = 0.001, Φ

m
= 0 67. , χ0 = 25, G0 = 5.5 кПа, Ms = 325кА/м, Vch = 2.1Vа, Φ

anis
≈ 0 402. . Концентрация частиц  

в образце эксперимента ϕ = 0 33. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [28].
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Рис. 12. Модуль сдвига анизотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: γ = 0.001, χ0 = 25, G0 = 5.3 кПа, Ms = 308 кА/м, Vch = 2Vа, Φ

anis
≈ 0 384. , Φ

m
= 0 67. . Концентрация частиц  

в образце эксперимента ϕ = 0 27. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [28].
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Рис. 13. Модуль сдвига анизотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: γ = 0.001, χ0 = 50, G0 = 10.0 кПа, Ms = 650кА/м, Vch = 1.1Vа, Φ

anis
≈ 0 294. , Φ

m
= 0 45. . Концентрация частиц в 

образце эксперимента ϕ = 0 16. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [28].
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Рис. 14. Модуль сдвига анизотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: χ0 = 100, G0 = 20.0 кПа, Ms = 545кА/м, Vch = 2.2Vа, Φ

anis
≈ 0 4. , Φ

m
= 0 5. . Концентрация частиц в образце 

ϕ = 0 33. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [48].
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в них магнитных частиц (см., например, [36]). Это 
изменение может происходить либо в результате 
адгезии части полимера на поверхностях частиц, 
либо химического влияния частиц на образование 
сшивок между макромолекулами и определяется 
конкретными условиями полимеризации образца. 
Поэтому значения модуля сдвига G0 несущего по-
лимера, подбираемые из условий наилучшего со-
впадения теории и эксперимента, на рис. 8–13 и 14, 
15 несколько отличаются друг от друга. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Макроскопические реологические свойства 
магнитных эластомеров определяются структу-
рами, образующими в них частицами магнитного 
наполнителя. Если композит был полимеризован 
в отсутствии поля, эти структуры макроскопиче-
ски изотропны; если в присутствии поля – ани-
зотропны. Эксперименты [28] c мягкими эласто-
мерами показали сильный магнитореологический 
эффект в этих системах, и существенно (в разы) 
большую жесткость анизотропных композитов по 
сравнению с изотропными.

Для объяснения микроскопической природы 
этих эффектов нами предложена теоретическая 
модель, основанная на предположении о том, что 
частицы в композитах находятся не в одиночном 
состоянии, а на стадии синтеза образуют плотные 
агломераты, наблюдаемые в ряде экспериментов.

Под действием поля такие агломераты могут 
образовывать топологически сложные анизотроп-
ные структуры. Для того чтобы получить резуль-
таты в максимально прозрачном виде, мы моде-
лировали их наиболее простыми цепочечными 
структурами, длина которых определяется конку-
ренцией между силами магнитного притяжения 
агломератов и упругим сопротивлением, которое 
оказывает несущий полимер их смещениям. Как 
показывает сопоставление полученных результа-
тов с измерениями [28], цепочечная модель при-
водит к приемлемому согласию с экспериментами 
для умеренных концентраций частиц, существенно 
меньших концентрации плотной упаковки. Силы 
магнитного взаимодействия между частицами мы 
оценивали в рамках простейшего диполь-диполь-
ного взаимодействия, приводящего к хорошему со-
гласию с предсказаниями намного более громозд-
кой многополярной модели, когда толщина щели 
между поверхностями частиц примерно равна или 
больше диаметра частицы [47]. Этого достаточно 
для оценки критического расстояния между агло-
мератами, при котором происходит их объедине-
ние вплоть до плотного контакта. 

Несмотря на простоту цепочечной модели, она 
позволяет количественно воспроизвести резуль-
таты экспериментов по магнитореологическим эф-
фектам как в изотропных, так и в анизотропных 
средах, в том числе то, что модуль упругости ани-
зотропных композитов оказывается в несколько 

Рис 15. Модуль сдвига анизотропного эластомера в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры 
системы: χ0 = 100, G0 = 15.0 кПа, Ms = 540кА/м, Vch = 1.5Vа, Φ

anis
≈ 0 35. , Φ

m
= 0 5. . Концентрация частиц в образце 

ϕ = 0 19. . Линия – теория, точки – экспериментальные данные [48].
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раз больше, чем изотропных. Необходимо подчер-
кнуть, что предложенная модель существенно ос-
нована на предположении о том, что внедренные 
частицы магнитомягкие, у них отсутствуют соб-
ственные магнитные моменты, в том числе – оста-
точные, которые и в отсутствии поля на стадии 
синтеза могут спровоцировать образование ани-
зотропных агрегатов с нескомпенсированными 
магнитными моментами. Материалы с частицами, 
обладающими собственными моментами, требуют 
отдельного, прежде всего – экспериментального 
исследования. 
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MICROSCOPIC MODELING OF MAGNETORHEOLOGICAL 
PROPERTIES IN MAGNETIC ELASTOMERS

A. Yu. Musikhin, A. Yu. Zubarev

This paper introduces a microscopic model explaining the magnetorheological properties of magnetic 
elastomers, which are composed of micron-sized magnetizable, without own magnetic moment, particles 
within a polymer. The study examines composites that are initially isotropic (made without a magnetic 
field) and anisotropic (polymerized under a magnetic field). Applying an external magnetic field to the 
composites causes internal anisotropic structures to form (or expand), leading to a notable increase in 
the material’s shear modulus. The theoretical findings are in good agreement with experimental results.

Keywords: magnetoactive elastomers, shear modulus, magnetorheological effect
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Коэффициенты формы α(n), введенные  

в (26), равны [39]:
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