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Янус-частицы являются одной из форм существования гетерогенных микро- и 

наночастиц. Удобным математическим прототипом янус-частиц является двойной пузырь, 

описанный Плато при решении проблемы о минимальных поверхностях. Основное 

различие между двойным пузырём и янус-частицей заключается в дополнительном 

условии, что межфазные границы могут иметь разные упругие свойства. Решение для 

этого случая получено с использованием метода Юнга. Указаны пределы его 

существования. Продемонстрирована зависимость конфигурации янус-частиц от 

соотношения поверхностных свойств и образующих их объёмов.  
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MATHEMATICAL DESCRIPTION OF JANUS PARTICLES AND A 
GENERALIZATION OF THE PLATEAU HYPOTHESIS OF THE 

STANDARD DOUBLE BUBBLE 
© 2025 г. V. B. Fedoseev 

 

Janus particles are one of the forms of existence of heterogeneous micro- and 

nanoparticles. The bifunctionality of their properties is of great practical interest. A convenient 

mathematical prototype of Janus particles is the double bubble described by Plateau when 

solving the problem of minimal surfaces. The main difference between a double bubble and a 

Janus particle is the additional condition that the interphase boundaries can have different elastic 

properties. The solution for this case is obtained using Young's method. The limits of its 

existence are indicated. The dependence of the configuration of Janus particles on the ratio of 

surface properties and the volumes that form them is demonstrated. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Частицы с морфологией типа янус отличаются большим разнообразием и имеют 

множество практических приложений в разных отраслях техники (химический катализ, 

функциональные материалы, медицина) [1, 2]. Янус-частицами принято называть класс 

частиц с гетерогенной структурой, которая может возникать при расслаивании, 

плавлении, испарении гомогенных смесей, коагуляции (сплавлении или спекании) частиц 

разного состава. Их поверхность на противоположных сторонах имеет разные 

химический состав и морфологию, которые определяют физические и химические 

свойства [3] и бифункциональность подобных частиц. Термодинамическое описание 

свойств янус-частиц основано на моделировании фазовых превращений в наночастицах 

[4–6]. Важнейшим результатом такого описания является демонстрация влияния формы и 

размера микро- и наночастиц на диаграммы фазовых превращений.   

Математическим прототипом янус-частиц является двойной пузырь, 

рассмотренный Плато [7] при решении проблемы поверхностей с минимальной площадью 

при заданных ограничениях объёма или периметра. Только в начале ХХI века математики 

строго доказали, что описанный Плато объект является единственной конфигурацией из 

двух пузырей заданных объемов, минимизирующей площадь их поверхности [8–10]. Это 

состояние было определено математиками как "стандартный двойной пузырь". Кроме 

него описано и неустойчивое (метастабильное) состояние, имеющее вид пузыря, 

перетянутого по экватору тороидальным пузырём [9]. Это метастабильное состояние, его 

можно рассматривать как прототип другого реального объекта – манжеты, образованной 

жидкостью между двумя сферическими частицами [11]. Согласно Плато образующие 

двойной пузырь три сферические поверхности сходятся под углом 120°. Это строго 

доказано для случая 3D-пространства в [10, 12] и имеет обобщение для пространств более 

высокой размерности [13, 14]. В монографии Плато рассмотрены и другие интересные 



конфигурации, такие как кластеры из нескольких пузырей и плёнки, образующиеся на 

проволочных каркасах. 

Несомненно, строгие доказательства теорем о минимальных свойствах двойного 

пузыря имеют большое значение. Однако работы математиков практически не 

упоминаются при решении конкретных задач, возникающих в физике и 

материаловедении. По умолчанию используется утверждение, что поверхностная энергия 

прямо пропорциональна площади поверхности, поэтому минимизация площади и 

минимизация энергии границ являются тождественными способами решения проблемы 

[8].  

Янус-частицы отличаются от двойного пузыря тем, что образованы разными 

фазами, поэтому их границы могут иметь разные поверхностные свойства. В этом случае 

задачу минимизации энергии решают на основе метода Юнга [15]. Это позволяет 

описывать краевые углы для разных конфигураций, например для контакта жидкости с 

твёрдыми сферическими выпуклыми и вогнутыми поверхностями [16], между двумя 

твёрдыми сферами [11] и другие. Одним из результатов обобщения метода Юнга является 

"треугольник Неймана", описывающий линию трехфазного контакта, в том числе для 

янус-конфигурации [17, 18]. Предложенный в [19] подход позволяет вычислять 

контактные углы с учётом объёма фаз и формы поверхностей, образующих янус-частицу. 

Это позволяет определить все необходимые для геометрических построений радиусы и 

углы, упрощающие моделирование физико-химических характеристик янус-частиц. 

При термодинамическом моделировании чаще всего ограничиваются 

рассмотрением янус-частиц со сферической конфигурацией и плоской межфазной 

границей [4, 5, 20–22]. В какой-то степени это приближение можно оправдать малостью 

вклада поверхностной энергии в полную энергию частицы. Однако корректность такого 



упрощения уменьшается с ростом доли поверхностной энергии. Поэтому для микро- и 

наночастиц возникает необходимость обоснования применимости подобных упрощений. 

Целью работы является модификация модели янус-частиц [19] в виде полной 

системы уравнений, удобной для геометрических построений и термодинамических 

расчётов, а также оценка корректности использования простых (сферическая форма, 

плоская межфазная граница) конфигураций янус-частиц.  

 

ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛИ ЯНУС-ЧАСТИЦ 

 

Янус-частицу представим в виде трёх шаровых сегментов, имеющих единое 

основание, ограниченное линией трехфазного контакта (Рис. 1). Пусть для 

определённости левая часть частицы (сегмент L  на Рис. 1) заполнена фазой  , а правая  

(сегмент R  на Рис. 1) фазой  . "Левый" L  и "правый" R  шаровые сегменты образуют 

внешние границы частицы, а сегмент G  межфазную границу.  

 

Рис. 1. Аксиальное сечение янус-частицы (а) и схема приложения поверхностных 

сил к линии трехфазного контакта (б). 

 

Сегменты L, R, G имеют общее основание, поэтому радиусы Lr , Rr , Gr  и углы L , 

R , G  связаны соотношениями L L R R G Gsin = sin = sinr r r   .  
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В свою очередь, радиус Lr  можно определить, если определён полный объём 

частицы V .  
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где LV , RV , GV  – объёмы шаровых сегментов, fV  – объёмы сосуществующих фаз, здесь 

= ,f   . Выбор знака определён направлением вершины сегмента G . Если вершина 

направлена влево, сегмент G  увеличивает объём фазы   (как на Рис. 1), если вправо, 

увеличивает объём фазы  .  

Подстановка объёма шаровых сегментов в (2) даёт  
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где 0r  – радиус эквивалентной по объёму сферы. Уравнения (3) позволяют выразить все 

радиусы сегментов через 0r .  

Уравнения (1) и (3) понижают число независимых переменных до трёх ( L , R , 

G ). Далее для удобства примем 0 1r   и выразим объёмы фаз через объёмную долю 

= /q V V .  

Для описания изменений формы при вариации объёма сосуществующих фаз 

воспользуемся подходом Юнга. На линии трехфазного контакта действуют силы 

поверхностного натяжения LF , RF , GF  (Рис. 1б), которые стягивают поверхности 

соответствующих сегментов и площадь их общего основания. Условие компенсации 

поверхностных сил в проекциях на плоскость основания сегментов и нормальное к ней 

аксиальное сечение имеет вид  
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здесь   – поверхностное натяжение соответствующей межфазной границы. 

Используя тригонометрические тождества  cos cos sin sin = cosx y x y x y   и 

2 2(cos ) (sin ) = 1x y , получим  
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Это позволяет описать связь между углами L , F , G , краевыми углами LR , LG , 

RG  и поверхностными свойствами в виде 
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Внешние границы янус-частицы выпуклые, поэтому имеют смысл решения с 

противоположными знаками углов L  и R . В соответствии с приведённой на Рис. 1б 

схемой  L > 0 , R 0     и R G L     . При этом для сегментов, расположенных 

вершиной вправо, углы имеют отрицательное значение. Ориентация сегмента G  зависит 

от объёмной доли q . 

Область существования решения уравнений (6) определена условием 

L R G L R< <     , которое по физическому смыслу определяет состояния неполного 

смачивания. Внутри этого интервала следует ожидать возникновения янус-частиц и им 

подобных структур. За его пределами необходимо рассматривать либо конфигурации 

типа ядро–оболочка (core–shell), либо не слипающиеся пузыри и капли. 



Уравнения (1)–(4) сводят описание формы янус-частицы к единственной 

независимой переменной, в качестве которой можно выбрать угол L  или объёмную 

долю одной из фаз q . Объём частиц и поверхностные свойства являются параметрами 

модели. 

Если объёмы пузырей являются функциями внешних условий (T, P) можно 

воспользоваться полученными на основе уравнений Лапласа соотношениями 

GR L

R L G

=
r r r

 
  [23].  

Из соотношений (5) и (6) легко получить правило треугольника Неймана  
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. 

Оно удобно при описании тройных стыков границ [18, 24] в поликристаллах, 

концентрированных эмульсиях и пенах. Уравнения (6) дополняют треугольник Неймана 

учётом того, что в янус-частицах тройной стык образован сферическими границами (1)–

(3). 

Согласно уравнениям (1)–(6) углы, радиусы, объёмы сегментов являются 

функциями одной независимой переменной, в качестве которой проще выбрать один из 

углов (далее использован угол L ). Привязка всех величин к единому основанию, 

ограниченному линией трехфазного контакта, упрощает построение модели янус-частиц.  

Рассмотрим некоторые характерные варианты янус-конфигурации, 

демонстрирующие закономерности, связывающие форму с поверхностными свойствами 

контактирующих фаз. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ КОНФИГУРАЦИИ ЯНУС-ЧАСТИЦ 

 



Сначала воспроизведём наиболее исследованную конфигурацию. 

 

Стандартный двойной пузырь 

Случай стандартного двойного пузыря достаточно детально исследован в работах 

[8, 10, 14]. В настоящей работе описание дополнено условием сохранения объёма 0 = 1r  и 

более удобными для моделирования аналитическими выражениями (6). 

Состояния с равными поверхностными натяжениями G L R= =    возникают при 

контакте капель эмульсии или мыльных пузырей. В этом случае  
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Таким образом, все контактные углы LR , LG , RG  равны 
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 или 

120°, как утверждают гипотеза Плато [7] и теорема Тейлора [10].  

На Рис. 2 приведены состояния с разными q , воспроизводящие конфигурации, 

описанные Плато [7, Figs. 62–64]. 

 

Рис. 2. Изменение конфигурации стандартного двойного пузыря с увеличением 

объёмной доли q . 

 

В случае L = 2 / 3   образуется симметричная частица с равными объёмами фаз и 

плоской межфазной границей ( R L=  , G = 0  и = 0.5q ). 

Теперь рассмотрим частицы, границы которых имеют разное поверхностное 

натяжение. В первую очередь рассмотрим конфигурации, возникающие на границе 

области существования решения (6).  

 



Идеальное смачивание 

Предельный случай G L R=    соответствует условию идеального смачивания. 

В соответствии с (6) R L=   , силы LF  и RF , имеют противоположное направление, а 

согласно (1) сегменты L  и R  имеют одинаковый радиус. Это состояние соответствует 

переходу от янус-конфигурации к структуре ядро–оболочка.  

На Рис. 3 показано близкое к предельному состояние G L R= 1.001   . При этом 

янус-конфигурация сохраняет устойчивость, и слой фазы   не полностью покрывает 

поверхность фазы  . Такая янус-частица имеет практически сферическую форму. Так как 

в приведённом случае R L   , фаза   находится внутри фазы   почти полностью.  

 

Рис. 3. Форма янус-частиц на границах области существования решения (6). Слева – 

состояния, близкие к идеальному смачиванию, справа – близкие к абсолютному 

несмачиванию. 

 

Отсутствие смачивания 

Другой предельный случай G L R=    соответствует состоянию абсолютного 

несмачивания, при этом 
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2
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 и R L=  . Когда поверхностное 

натяжение внутренней границы превышает поверхностное натяжение внешних границ, 

фазы стремятся уменьшить площадь контакта. На Рис. 3 показаны близкие к этому 

пределу состояния.  

Приближение к границам области существования уменьшает до нуля поверхность 

сегмента R  при G L R    , а при G L R     межфазной границы и общего 



основания сегментов. Для этих состояний незначительное изменение угла L  приводит к 

существенному изменению объёмной доли соприкасающихся фаз. 

 

Симметричная линзообразная фаза 

Несложно описать случай, когда одна из фаз имеет вид симметричной линзы. Фаза 

  имеет такой вид при R G=   а фаза   при L G=  . В соответствии с (5)–(6) эти 

состояния возникают при условии L LG RG

1
=

2
     или L LG

1
=

2
  . Объёмная доля 

симметричной линзы зависит от соотношения поверхностного натяжения границ и может 

меняться в интервале 0 < < 1q . 

Пример подобных состояний фазы   приведён на Рис. 4.  

 

Рис. 4. Янус-частицы с симметричной   фазой. 

 

Симметричные конфигурации для каждой из фаз   или   реализуются при 

единственном значении q . Они неустойчивы и нарушаются при изменении q  или 

поверхностного натяжения любой из границ.  

К этим уникальным конфигурациям можно добавить состояния с плоской 

межфазной границей G 0  , которые реализуются при 
2 2 2
R G L

L LG
L G

= = arccos
2

   
     

. 

Состояния, при которых внешняя граница одной из фаз янус-частицы имеет вид 

полусферы ( L = / 2   либо R = / 2  ), тоже реализуются в единственной точке и 

нарушаются при любом изменении q  либо поверхностного натяжения одной из границ. 

Тем не менее, именно подобные нестабильные состояния часто выбираются при 

моделировании или изображении янус-частиц.  



Общий случай 

На Рис. 5 показана эволюция янус-частицы с ростом объёмной доли фазы  . 

Подобные процессы наблюдаются экспериментально, когда внутри капель протекают 

фазовые или химические превращения [25, 26]. 

 

Рис. 5. Изменение янус-конфигурации с увеличением объёмной доли q  при 

L R G: : = 1: 0.75 : 0.5   . 

 

В экспериментах фиксируются практически все представленные на Рис. 2–5 

конфигурации. В неравновесных условиях янус-частицы могут принимать более сложные 

формы. Этому способствуют разные скорости роста и растворения или упруго-

пластические свойства контактирующих фаз. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Уравнения (1)–(6) описывают все характеристики янус-структуры: радиусы и углы 

шаровых сегментов, образующих янус-частицы, краевые углы, объём сегментов и 

соприкасающихся фаз. Эти параметры позволяют при необходимости вычислить площадь 

межфазных границ и длину линии трехфазного контакта. В отличие от метода 

треугольника Неймана они содержат более полный набор величин, необходимый для 

геометрических построений и расчётов. 

Уравнения (6) и модели янус-частиц, построенные на их основе (Рис. 2–5), 

позволяют утверждать, что форма янус-частиц в общем случае отличается от сферической 

(правый и левый сегменты имеют разную кривизну) и непрерывно меняется при 

перераспределении объёма между её частями.  



Если поверхностные свойства границ ( ) являются константами, то форма янус-

частиц не зависит от объёма. Однако при детальном рассмотрении задач образования 

янус-частиц, например, в результате расслаивания реальных растворов следует учитывать 

концентрационные и размерные эффекты.  

Так учёт внутреннего (Лапласовское) давления может изменить объёмную долю 

фаз q , но не краевые углы. Лапласовское давление может изменять краевые углы только 

в том случае, когда оно влияет на поверхностное натяжение межфазных границ [27].   

Другой эффект связан с поверхностной активностью компонентов смеси, когда 

концентрация влияет на поверхностное натяжение. Особенно это важно для наночастиц, у 

которых размер влияет на состав сосуществующих фаз [28], и, соответственно, на 

поверхностное натяжение межфазных границ и конфигурацию янус-частиц. 

Концентрационный эффект дополняет зависимость поверхностного натяжения от размера 

наночастиц, которая описана в пионерской работе Толмена [29].  

Зависимость поверхностных свойств границ от размера и состава частицы 

способна порождать необычные явления. Примером являются осцилляции формы 

контактирующих фаз при изменении поверхностных свойств межфазных границ [30]. 

Подобные осцилляции, в частности, наблюдались нами в микронных гетерогенных каплях 

разного химического состава [31, 32], когда концентрация электролита меняется при 

испарении или конденсации растворителя. Это влияет как на локальное давление пара, 

размер капли и кристалла, так и на поверхностное натяжение участвующих в фазовом 

превращении межфазных границ.  

При моделировании наночастиц необходимо учитывать конфигурацию более 

точно, так как доля поверхностной энергии в полной энергии образования велика. 

Используемые для описания янус-частиц термодинамические модели, ограничивающиеся 

сферическими конфигурациями либо плоской межфазной границей [4, 5, 20–22], внесли 



важный вклад в понимание природы размерных эффектов при фазовых превращениях. На 

основе приведённого рассмотрения можно оценить корректность выбора этих простых 

моделей:  

а) модели янус-частиц c плоской межфазной границей корректны при углах G 0   

или 
2 2 2
R G L

L
L G

arccos
2

   
     

;  

б) приближение со сферической формой янус-частиц приемлемо в условиях 

хорошего смачивания G L R    . Причём в этих же условиях возможна конкуренция и 

сосуществование наночастиц с core–shell и янус состояниями. 

Размерные и концентрационные эффекты усложняют моделирование, но их учёт 

необходим для понимания закономерностей формирования морфологии янус-частиц.  
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ПОДПИСИ К РИСУНКАМ 

Рис. 1. Аксиальное сечение янус-частицы (а) и схема приложения поверхностных 

сил к линии трехфазного контакта (б). 

Рис. 2. Изменение конфигурации стандартного двойного пузыря с увеличением 

объёмной доли q . 

Рис. 3. Форма янус-частиц на границах области существования решения (6). Слева 

– состояния, близкие к идеальному смачиванию, справа – близкие к абсолютному 

несмачиванию. 

Рис. 4. Янус-частицы с симметричной   фазой. 

Рис. 5. Изменение янус-конфигурации с увеличением объёмной доли q  при 

L R G: : = 1: 0.75 : 0.5   .    



 

 

 

Рисунок 1а. Федосеев В.Б. 



 
 

 

 

Рисунок 1б. Федосеев В.Б. 

 



 
 

 

Рисунок 2. Федосеев В.Б. 

 



 
 

 

 

Рисунок 3. Федосеев В.Б. 

 



 
 

 

 

Рисунок 4. Федосеев В.Б. 

 



 
 

 

Рисунок 5. Федосеев В.Б. 

 


