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Модель Пуассона–Гельмгольца–Больцмана использована для исследования 

свойств двойного электрического слоя, формирующегося вблизи одиночной 

слабозаряженной сферической частицы, окруженной раствором 1 : 1 электролита. 

Разделяя на кулоновские и некулоновские (задаются потенциалом Юкавы) 

взаимодействия между двумя ионами в растворе, а также между ионами и частицей, 

получаем математические выражения для профилей соответствующих потенциалов около 

частицы в функции основных параметров модели. При варьировании значений ключевых 

параметров находим как монотонные, так и немонотонные профили электростатического 

потенциала, наблюдаем смену знака потенциала, вследствие чего возникают явления 

инверсии и обращения заряда. Определены условия, при которых наступает инверсия и 

обращение знака потенциала частицы. Рассмотрена зависимость потенциала нулевого 

заряда от размеров частиц, концентрации раствора одновалентного электролита и 

поверхностной плотности источника некулоновских сил. 
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The Poisson–Helmholtz–Boltzmann model is used to study the properties of a double 

electric layer formed near a single weakly charged spherical particle surrounded by a 1 : 1 

electrolyte solution. Dividing into Coulomb and non-Coulomb (defined by the Yukawa 

potential) interactions between two ions in solution, as well as between ions and a particle, we 

obtain mathematical expressions for the profiles of the corresponding potentials near the particle 

as a function of the main parameters of the model. When varying the values of key parameters, 

we find both monotonic and non-monotonic profiles of the electrostatic potential, and we 

observe a change in the sign of the potential, resulting in the phenomena of inversion and 

reversal of charge. The conditions under which the inversion and reversal of the sign of the 

particle potential occur are determined. The dependence of the zero charge potential on the 

particle size, the concentration of a monovalent electrolyte solution, and the surface density of a 

non-Coulomb force source is considered. 

 

Keywords: Poisson–Helmholtz–Boltzmann model, double electric layer, potential 

inversion, potential of zero charge 

  



ВВЕДЕНИЕ 

 

Различные физико-химические процессы (диссоциация функциональных групп, 

адсорбция ионов и пр.), протекающие при погружении объекта в водный раствор 

электролита, приводят к появлению на его поверхности зарядов, под действием которых в 

некоторой зоне контактирующего с объектом раствора происходит перераспределение 

подвижных ионов и формируется, так называемый, двойной электрический слой (ДЭС) 

[1–7]. Структура и свойства таких слоев активно изучаются на протяжении многих лет, но 

в последнее время отмечается повышенный интерес к данной теме. Это связано, с одной 

стороны, с развитием новых областей применения свойств ДЭС в биомедицине, 

нанофлюидике, при создании суперконденсаторов, пористых электродов, 

электрокаталитических реакторов, мембран для опреснения воды и т.д. [8–11], а, с другой, 

с изучением механизмов появления неожиданных физических явлений [7, 12–15]. В 

частности, было обнаружено, что в определенных условиях заряженные поверхности 

объектов (в том числе, и заряженных частиц – макроионов) способны притянуть 

противоионов больше, чем требуется для нейтрализации их начального заряда. В 

результате суммарный заряд макроиона с аккумулированными противоионами меняется 

на противоположный его собственному заряду. Смена знака заряда была зафиксирована в 

электрофоретических экспериментах по изменению направления движения частиц [16–

19], в прямых измерениях заряда поверхности, проведенных методом атомно-силовой 

микроскопии [20–22]. Явление обращения заряда часто встречается при адсорбции 

многовалентных ионов на заряженных фосфолипидах [23–25] мицеллах, частицах 

полимерных латексов, молекулах белков [26–28] и т.д. Причина этого феномена очевидна, 

однако механизм, обуславливающий избыточную адсорбцию противоионов на 

заряженной поверхности, все еще находится в стадии обсуждения и его выяснение служит 



мотивацией для продолжения изучения ДЭС [7, 12–15, 29–36].  

В течение длительного времени в качестве основного теоретического инструмента 

для изучения свойств ДЭС применялась основанная на уравнении Пуассона–Больцмана 

(ПБ) модель [1–4, 7], в которой ионы представляются идеализированными не имеющими 

размера зарядами, а взаимодействия между ними описываются посредством парного 

кулоновского потенциала Upe: 

𝑈୮ୣ/𝑘୆𝑇 = ±𝑧௜𝑧௝𝑙ୣ/𝑟, (1) 

где 𝑘୆ – постоянная Больцмана, T – абсолютная температура, zi – валентность i-ого иона, r 

– расстояние между ионами. 𝑙ୣ =
௘మ

ସ஠கబக౨௞ా்
 – длина Бьеррума (задает расстояние, на 

котором энергия взаимодействия между элементарными зарядами e равна kBT), r – 

диэлектрическая проницаемость водного раствора электролита,  – диэлектрическая 

проницаемость вакуума. При комнатной температуре 𝑙ୣ = 0.7 нм. Плюс и минус в 

формуле (1) относятся к взаимодействиям между ионами одинакового и 

противоположного заряда соответственно. После введения основанного на выражении (1) 

электростатического потенциала e получают уравнения Пуассона (2) и Больцмана (3), 

которые для условий термодинамического равновесия в системе обеспечивают связь 

между (приведенным) электростатическим потенциалом, ψୣ(𝐫) ቀ=
௘஦౛(௥)

௞ా்
ቁ и локальными 

числовыми концентрациями катионов n+(r) и анионов n−(r) [1–4]: 

∇ଶψୣ(𝐫) = −4π𝑙ୣ൫𝑛ା(𝐫) − 𝑛ି(𝐫)൯, (2) 

𝑛±(𝐫) = 𝑛±଴exp൫∓ψୣ(𝐫)൯. (3) 

Уже на ранних стадиях разработки модели ПБ были отмечены ее очевидные 

упрощения. Одним из основных является допущение о не имеющих размера ионах, что в 

определенных ситуациях приводит к огромным нефизическим значениям функций 

радиального распределения ионов в области контакта макроиона с раствором 



электролита. Первая модификация модели была связана с введением расстояния 

наибольшего приближения ионов к заряженной поверхности (введение так называемого 

слоя Штерна), что позволило существенно понизить поверхностную концентрацию ионов. 

(Отметим, что предположение о точечных ионах приемлемо при рассмотрении 

слабозаряженных коллоидов в разбавленных растворах одновалентных солей [37–40].) 

Однако такая модификация теории не может справиться с более сложными условиями (а 

именно, с многовалентными ионами, высококонцентрированными растворами 

электролитов, высокими поверхностными зарядами), в которых четко выявляются 

немонотонные свойства ДЭС. Для объяснения таких свойств были предложены более 

сложные модели, включающие исключенный объем ионов, заряды изображений, 

корреляции ионов и т.д. В частности, результаты исследования с привлечением 

классической теории функционала плотности [41–43], теории интегральных уравнений 

[36, 37, 44], моделирования методами Монте-Карло [38, 45–49] и молекулярной динамики 

[50–52] показали колебания концентраций ионов в ДЭС. В последнее время 

предпринимаются попытки поймать этот эффект с помощью соответствующим образом 

модифицированной модели ПБ. Так, Bazant et al, [53–55] разработали теорию, в которой 

вместо уравнения Пуассона (2) используется уравнение Пуассона четвертого порядка. С 

помощью последнего в модель включаются короткодействующие электростатические 

взаимодействия между пространственно коррелированными противоионами, которые 

обеспечивают избыточное экранирование зарядов и приводят к колебаниям в 

распределении концентрации (особенно при больших длинах экранирования). 

В среднеполевую электростатику ПБ модели с кулоновскими силами дальнего 

действия добавляют неэлектростатические взаимодействия, используя известные 

потенциалы (например, дисперсионные [56, 57]) или полученные путем сглаживания 

данных моделирования для некой конкретной системы [58]. Разделение взаимодействий 



на электростатические и неэлектростатические позволяет рассматривать каждое из них в 

простой форме. Ряд исследователей, опираясь на результаты молекулярно-динамических 

симуляций и среднеполевых исследований, предлагают учитывать опосредованные 

растворителем сложные неэлектростатические взаимодействия между ионами при 

помощи мягкого и короткодействующего потенциала Юкавы, Unp [59–67]. Простейшая 

форма парного потенциала Unp, предложена в работах [59, 60]:  

𝑈୬୮/𝑘୆𝑇 = 𝐶𝑙୬exp൫−(𝑟 − 𝑙୬)൯/𝑟, (4) 

где параметр κ представляет определяемую структурой растворителя обратную 

длину экранирования потенциала Unp. Константу C принимают равной C++= (1 + α)(1 + α), 

C−− = (1 − α)(1 − α) и C+− = −(1 + α)(1 − α) соответственно для взаимодействий между 

двумя катионами и двумя анионами, а также между катионом и анионом. Представленные 

формулой (4) взаимодействия оказываются отталкивающими для идентичных ионов и 

притягивающими для ионов противоположного знака. Они затухают на расстояниях κ–1, 

примерно равных размеру молекулы растворителя [60]. Параметр , который определяет 

ионную специфичность потенциала Unp, варьируют в пределах |α|  1, что позволяет 

усилить, ослабить или полностью выключить опосредованные растворителем 

взаимодействия между ионами того или иного вида. Более того, каждая пара ион-ион и 

ион-макроион может быть представлена своей собственной индивидуальной силой 

взаимодействия. Параметр ln задает расстояние, на котором взаимодействия между 

парами ионов равны kBT. Используя потенциалы с различными предэкспоненциальными 

коэффициентами и радиусами экранирования, можно сконструировать более сложные 

формы неэлектростатического потенциала. Подробная информация о модели с 

взаимодействиями посредством потенциала Юкавы содержится в работах [59–62]. 

По аналогии с электростатическим определяют и безразмерный 

неэлектростатический потенциал n, поведение которого в каждой точке раствора 



электролита подчиняется дифференциальному уравнению Гельмгольца: 

∇ଶψ୬(𝐫) − κଶψ୬(𝐫) = −4𝜋𝑙୬eச௟౤൫(1 + α)(𝑛ା(𝐫) − 𝑛଴) − (1 − α)(𝑛ି(𝐫) − 𝑛଴)൯. (5) 

Уравнения (2) и (5) составляют основу модели (ее называют моделью Пуассона–

Гельмгольца–Больцмана (ПГБ)), в которой при одновременном действии кулоновских и 

некулоновских сил в условиях термодинамического равновесия распределение Больцмана 

(3) для локальных концентраций ионов в положении r принимает вид, учитывающий 

вклад обеих силовых составляющих:  

𝑛±(𝐫) = 𝑛±଴exp ቀ∓൫ψୣ(𝐫) + ψ୬(𝐫)൯ − 𝛼ψ୬(𝐫)ቁ . (6) 

Цель нашей работы состоит в тщательном исследовании с привлечением ПГБ 

модели структурных особенностей ДЭС, формирующегося на границе слабозаряженных 

сферических частиц с раствором одновалентного электролита. Отметим несколько причин 

интереса к данной модели. Во-первых, она сохраняет математическую простоту модели 

Пуасссона–Больцмана и, следовательно, допускает возможность аналитического решения. 

Во-вторых, аналитическое решение позволит предсказать условия, в которых может в 

реальных экспериментах проявиться немонотонное распределение электростатического  

потенциала в ДЭС. В-третьих, модель ПГБ нечасто применялась для исследования ДЭС 

сферических частиц.  

Статья организована следующим образом. В разделе 2 будет описано решение 

линеаризованной системы дифференциальных Ур. (2) и (5) применительно к сферическим 

частицам. В разделе 3 будет установлена взаимосвязь между ключевыми параметрами 

модели для условий возникновения инверсии и реверсии эффективного потенциала 

сферических частиц. В разделе 4 приводятся соотношения для потенциала нулевого 

заряда в условиях действия сил, описываемых потенциалом Юкава. В разделе 5 

приведены основные выводы работы.  



2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ПГБ 

Представим, что одиночная сферическая частица радиуса a помещена в водный 

раствор одновалентного электролита с точечными размерами ионов. Для определенности 

примем, что частица заряжена положительно, и заряд равномерно распределен по ее 

поверхности. Полагаем, что между ионами, а также между ионами и частицей действуют 

кулоновские (1) и неэлектростатические силы (4). Подставляя Ур. (6), характеризующие 

распределения ионов, в Ур. (2) и (5), получаем два связанных дифференциальных 

уравнения второго порядка, которые описывают распределение потенциалов e(r) и n(r) 

вокруг сферической частицы в растворе 1 : 1-электролита: 

𝑑ଶψୣ(𝑟)

𝑑𝑟ଶ
+

2

𝑟

𝑑ψୣ(𝑟)

𝑑𝑟
= 8𝜋𝑙ୣ𝑛଴eି஑ந౤(௥)sinh൫ψୣ(𝑟) + ψ୬(𝑟)൯, (7а) 

𝑑ଶψ୬(𝑟)

𝑑𝑟ଶ
+

2

𝑟

𝑑ψ୬(𝑟)

𝑑𝑟
− κଶψ୬(𝑟) = 

8π𝑙୬eச௟೙𝑛଴ൣeି஑ந౤(𝑟)ൣsinh൫ψୣ(𝑟) + ψ୬(𝑟)൯ − αcosh൫ψୣ(𝑟) + ψ୬(𝑟)൯൧ + α൧. (7б) 

РешениеУр. (7) проводим при следующих граничных условиях: 

−
𝑑ψୣ(𝑟)

𝑑𝑟
ቤ

௥ୀ௔

= 4π𝑙ୣ ቀ
σୣ

𝑒
ቁ , (8а) 

−
𝑑ψ୬(𝑟)

𝑑𝑟
ቤ

௥ୀ௔

= 4π𝑙୬σ୬exp(κ𝑙୬), (8б) 

lim
௥→ஶ

ψୣ(𝑟) = lim
௥→ஶ

ψ୬(𝑟) = 0. (8в) 

Согласно условиям (8а) и (8б), на поверхности частицы поддерживаются постоянными 

соответственно плотность электрического заряда, σe (далее под символом σe будем 

понимать отношение 
஢౛

௘
), а также плотность источника неэлектростатических сил, σn.  

Далее пренебрегаем специфичностью ионов (α = 0), что дает C++ = C−− = −C+− = 1 и 

независимость Unpот типа иона. Линеаризуем Ур. (7), полагая, что потенциалы ψୣ и ψ୬ 



малы: |ψୣ(𝑟)| ≪ 1 и |ψ୬(𝑟)| ≪ 1. В результате получаем следующую систему уравнений: 

𝑑ଶψୣ(𝑟)

𝑑𝑟ଶ
+

2

𝑟

𝑑ψୣ(𝑟)

𝑑𝑟
= κୣ

ଶ൫ψୣ(𝑟) + ψ୬(𝑟)൯, (9а) 

𝑑ଶψ୬(𝑟)

𝑑𝑟ଶ
+

2

𝑟

𝑑ψ୬(𝑟)

𝑑𝑟
− κଶψ୬(𝑟) = κ௡

ଶ ൫ψୣ(𝑟) + ψ୬(𝑟)൯, (9б) 

где κୣ
ଶ = 8π𝑙e𝑛0, а κ୬

ଶ = 8π𝑙neκ𝑙n𝑛0. Поиск частных решений системы (9) проводим в форме (10) 

ψୣ(𝑟) = ψୣ଴

exp൫−𝑤(𝑟 − 𝑎)൯

𝑟/𝑎
, (10а) 

ψ୬(𝑟) = ψ୬଴

exp൫−𝑤(𝑟 − 𝑎)൯

𝑟/𝑎
, (10б) 

где ψୣ଴ и ψ୬଴ – постоянные, а параметр w представляет корни характеристического 

уравнения, соответствующего системе (9):  

𝑤ସ − (κୣ
ଶ + κଶ + κ୬

ଶ)𝑤ଶ + κୣ
ଶκଶ = 0. (11) 

Из четырех корней Ур. (11) оставляем два положительных w1 и w2, которые 

удовлетворяют условиям (8в): 

𝑤ଵ = ඩ
(κୣ

ଶ + κଶ + κ୬
ଶ)

2
 + ඨቆ

(κୣ
ଶ + κଶ + κ୬

ଶ)

2
ቇ

ଶ

− κୣ
ଶκଶ, (12а) 

𝑤ଶ = ඩ
(κୣ

ଶ + κଶ + κ୬
ଶ)

2
− ඨቆ

(κୣ
ଶ + κଶ + κ୬

ଶ)

2
ቇ

ଶ

− κୣ
ଶκଶ. (12б) 

Полученные частные решения, а также соотношения (13) между потенциалами e и 

n: 

ψ୬ = ψୣ

𝑤ଶ − κୣ
ଶ

κୣ
ଶ

, (13) 

позволяют построить общее решение системы (9): 

ψୣ(𝑟) = ψୣଵ

eି௪భ(௥ି௔)

𝑟
𝑎⁄

+ ψୣଶ

eି௪మ(௥ି௔)

𝑟
𝑎⁄

, (14а) 



ψ୬(𝑟) = ψୣଵ

(𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ)

κୣ
ଶ

eି௪భ(௥ି௔)

𝑟
𝑎⁄

+ ψୣଶ

(𝑤ଶ
ଶ − κୣ

ଶ)

κୣ
ଶ

eି௪మ(௥ି௔)

𝑟
𝑎⁄

. (14б) 

Значения коэффициентов ψୣ௜ определяем из граничных условий (8а) и (8б): 

ψୣଵ(𝑟) =
4π𝑎

𝑤ଶ
ଶ − 𝑤ଵ

ଶ

𝑙ୣσୣ(𝑤ଶ
ଶ − κୣ

ଶ) − 𝑙୬σ୬κୣ
ଶeச௟౤

1 + 𝑤ଵ𝑎
, (15а) 

ψୣଶ(𝑟) = −
4π𝑎

𝑤ଶ
ଶ − 𝑤ଵ

ଶ

𝑙ୣσୣ(𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ) − 𝑙୬σ୬κୣ
ଶeச௟౤

1 + 𝑤ଶ𝑎
. (15б) 

В пределе a при  = 0 решение системы (9) сводится к полученному ранее 

Bohinc et al [60] для плоской поверхности. Чтобы численно решить Ур. (14) и (15), 

необходимо задать значения параметров потенциала Юкавы. В литературе, посвященной 

теоретическим исследованиям неэлектростатических взаимодействий [59–64], значение ln 

варьируют от 0 (полное отсутствие неэлектростатических взаимодействий) до 1 нм 

(сильное межионное неэлектростатическое взаимодействие, характерное для водных 

растворов). При расчетах мы используем значения ln ≈ 0.3 нм и κ–1 ≈ 0.3 нм, которые были 

приведены в работе [6] при оценке сил гидратации между двумя плоскими 

амфифильными поверхностями и ранее использованы в работах [59–62].  

На Рис. 1 и 2 показаны зависимости w1 и w2 от концентрации раствора электролита.  

 

Рис. 1. Зависимость значений корней w1 (1) и w2 (2) характеристического Ур. (11) от 

концентрации раствора электролита. le = 0.7 нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

 

Рис. 2. Зависимость κୣ
ଶ (1) и 𝑤ଶ

ଶ (2) от концентрации раствора электролита. le = 0.7 нм, ln = 

0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

 



Отмечаем, что с уменьшением концентрации  𝑤ଵ
ଶ → κଶ (Рис. 1), а 𝑤ଶ

ଶ → κୣ
ଶ (Рис. 2). 

На Рис. 3 приведены профили электростатического потенциала ψୣ(𝑟), рассчитанные по 

формулам (14а) и (15) для сферической частицы радиусом 5 нм, окруженной 0.1 М 

раствором одновалентного электролита, при плотности источника неэлектростатических 

сил на поверхности частицы σ୬= 1 нм –2 и плотности электрического заряда σୣ = 0.01–0.15 

нм –2.  

 

Рис. 3. Профили электростатического потенциала на границе раствора одновалентного 

электролита концентрации 0.1 М с частицей радиусом 5 нм при постоянной плотности 

источника неэлектростатических сил n= 1 нм–2 для e= 0.01 (1), 0.05 (2), 0.08 (3), 0.10 (4) 

и 0.15 нм–2 (5). le = 0.7 нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

 

Выделим следующие особенности профилей ψୣ(𝑟). Во-первых, при значениях 

поверхностной плотности заряда (σୣ = 0.15 нм–2) наблюдаем монотонный характер 

уменьшения положительного электростатического потенциала по мере удаления от 

поверхности частицы (кривая 5). Нейтрализация заряда частицы происходит в полном 

соответствии с моделью ПБ. Во-вторых, при уменьшении плотности σୣ монотонное 

изменение профиля сменяется немонотонным. В частности, профили, представленные на 

Рис. 3 кривыми 3 и 4, стартуя от положительных значений ψୣ(𝑎), сначала уменьшаются, 

пересекают ось абсцисс при некотором r (= r*): ψୣ(𝑟∗) = 0, достигают минимума, где 

ψୣ(𝑟 > 𝑟∗) < 0, после чего устремляются к нулю: ψୣ(𝑟 → ∞) = 0. На расстояниях от 

поверхности, превышающих r* потенциал становится отрицательным. Таким образом, в 

модели ПГБ (в отличие от модели ПБ) электростатический потенциал может изменять 

знак на противоположный относительно знака на поверхности частицы. Смена знака 



потенциала на некотором расстоянии от заряженной поверхности влечет за собой и  

инверсию заряда. В-третьих, при фиксированной плотности источника 

неэлектростатических сил смена знака электрического потенциала происходит, когда 

плотность поверхностного заряда сферических частиц удовлетворяет условию: σ୫୧୬ <

σୣ < σ୫ୟ୶. Когда σୣ > σ୫ୟ୶, электростатический потенциал монотонно падает, оставаясь 

всегда положительным (кривая 5). Когда σୣ < σ୫୧୬, потенциал оказывается 

отрицательным уже при r = a (Рис. 3, кривые 1 и 2, Рис. 4), что должно сигнализировать 

об обращении знака эффективного электрокинетического потенциала и изменении 

направления движения частицы во внешнем электрическом поле.  

 

Рис. 4. Зависимость электростатического потенциала на поверхности частицы от 

плотности поверхностного заряда. Концентрация раствора 1 : 1 электролита 0.1 М. le = 0.7 

нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

 

Таким образом, полученные результаты указывают на то, что по мере повышения 

плотности электрического заряда на поверхности частицы при неизменной плотности 

источника некулоновских сил обращение заряда должно исчезать. Понять это можно 

следующим образом. Чтобы обеспечить обращение эффективного заряда, необходимо 

иметь избыточное количество противоионов в окрестности частицы. Этот избыток 

создается за счет действия неэлектростатических сил. Когда σୣ растет, а σ୬  остается 

неизменной, для полной компенсации поверхностного заряда требуется все большее 

количество противоионов, обеспечить которое фиксированная плотность источника уже 

не может. Отметим, что в случае асимметричных по размеру одновалентных ионов с 

малыми противоионами изменение заряда также происходит в интервале зарядов e  (0, 



σcrit]. В этом случае величина σcrit аналогична σmin.  

 

3. УСЛОВИЯ ВОЗНИКНОВЕНИЯ ИНВЕРСИИ И ОБРАЩЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

ПОТЕНЦИАЛА ДЛЯ СФЕРИЧЕСКИХ ЧАСТИЦ 

Теперь определим значения σ୫୧୬ и σ୫ୟ୶. Для этого воспользуемся условием 

инверсии, согласно которому потенциал обращается в нуль при r = r*: 

ψୣ(𝑟∗) = ψୣଵ

exp൫−𝑤ଵ(𝑟∗ − 𝑎)൯

𝑟∗
𝑎ൗ

+ ψୣଶ

exp൫−𝑤ଶ(𝑟∗ − 𝑎)൯

𝑟∗
𝑎ൗ

= 0. (16) 

Из равенства (16) находим расстояние r*: 

𝑟∗ = 𝑎 −
1

𝑤ଵ − 𝑤ଶ
ln ൬−

ψୣଶ

ψୣଵ
൰ . (17) 

По условию задачи значение r* должно находиться в пределах a  r* <, из чего 

следует, что инверсия потенциала будет происходить тогда, когда отношение 

коэффициентов ψୣଵ и ψୣଶ удовлетворяет неравенству: 

0 < −
ψୣଶ

ψୣଵ
≤ 1. (18) 

Подставляя в (18) значения ψୣଵ и ψୣଶ из формул (15а) и (15б), получаем 

соотношение между плотностью поверхностного заряда и плотностью поверхностного 

источника неэлектростатических сил, при котором можно наблюдать инверсию 

электрического потенциала частицы:  

𝑙୬

𝑙ୣ

κୣ
ଶeச௟౤

൫𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ + (𝑤ଶ + 𝑎ିଵ)(𝑤ଵ + 𝑤ଶ)൯
≤

σୣ

σ୬
<

𝑙୬

𝑙ୣ

κୣ
ଶeச௟౤

(𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ)
(19а) 

или  

κ୬
ଶ

𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ + (𝑤ଶ + 𝑎ିଵ)(𝑤ଵ + 𝑤ଶ)
≤

σୣ

σ୬
<

κ୬
ଶ

𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ
. (19б) 

Из соотношений (19) находим, что границы σ୫୧୬ и σ୫ୟ୶, в пределах которых имеет 

место инверсия, определяются по формулам: 



σ୫୧୬ =
κ୬

ଶσ୬

𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ + (𝑤ଶ + 𝑎ିଵ)(𝑤ଵ + 𝑤ଶ)
, (20а) 

σ୫ୟ୶ =
κ୬

ଶσ୬

𝑤ଵ
ଶ − κୣ

ଶ
, (20б) 

lim
௡బ→଴

൬
σ୫ୟ୶

σ୬
൰ =

κ୬
ଶ

κଶ
=

8π𝑙୬eச௟n𝑛଴

κଶ
. (20в) 

Полученные формулы указывают на следующее: 1) между величинами σ୫୧୬ и 

σ୫ୟ୶, с одной стороны, и σ୬, с другой, существует пропорциональная зависимость 

(формулы 20а, 20б); 2) по мере роста радиуса частиц σ୫ୟ୶ не изменяется (20б), а σ୫୧୬ 

растет к некоторому предельному значению (20а); 3) в пределе малых концентраций 

раствора величина σ୫ୟ୶ изменяется пропорционально концентрации (формула (20в)).   

Анализируя приведенные на Рис. 5 результаты расчетов отношений 
஢ౣ౟౤

஢౤
 (кривые 

1–3) и  
஢ౣ౗౮

஢౤
 (кривая 4) в функции концентрации раствора электролита для частиц 

радиусом 1 (1), 5 (2) и  нм (3), приходим к следующим выводам. 1. Смену знака 

эффективного потенциала макроиона можно наблюдать в растворах, концентрация 

электролита в которых превышает некоторую величину Ccrit, зависящую от размера 

частиц и отношения 
஢౛

஢౤
. 2. Концентрация Ccrit увеличивается по мере уменьшения размера 

макроиона (при фиксированном значении 
஢ౣ౟౤

஢౤
). Наиболее заметно различаются 

положения кривых 1 и 2, соответствующих 1- и 5-и нм частицам. 3. По положению 

кривых можно судить о том, при какой концентрации раствора следует ожидать 

появления обращения заряда для частиц определенного размера с поверхностными 

характеристиками σୣ и σ୬.  

 



Рис. 5. Изменение рассчитанных по формулам (20) отношений 
஢ౣ౟౤

஢౤
 (1–3) и  

஢ౣ౗౮

஢౤
 (4) в 

функции концентрации раствора электролита для частиц радиусом a = 1 (1), 5 (2) и  нм 

(3). le = 0.7 нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

 

4. ПОТЕНЦИАЛ НУЛЕВОГО ЗАРЯДА 

Рассмотрим далее электростатический потенциал при нулевой плотности 

поверхностного заряда макроиона (так называемый потенциал нулевого заряда (ПНЗ)), 

который является важной характеристикой ДЭС. Явную формулу для расчета 

электростатического потенциала на поверхности незаряженной частицы получаем, 

полагая σୣ = 0 в Ур. (14а) и (15): 

ψୣ(𝑟 = 𝑎, σୣ = 0) = −
4π𝑎ଶ𝑙୬κୣ

ଶeச௟౤σ୬

(𝑤ଵ + 𝑤ଶ)(1 + 𝑤ଵ𝑎)(1 + 𝑤ଶ𝑎)
. (21) 

Из формулы (21) с учетом соотношений (12) находим и потенциал НЗ для плоской стенки 

(a)  

ψୣ(σୣ = 0) = −
4π𝑙୬κୣ

ଶeச௟౤σ୬

(𝑤ଵ + 𝑤ଶ)𝑤ଵ𝑤ଶ
. (22) 

Полученные соотношения (21) и (22) показывают, что потенциал НЗ возникает 

сразу, как только начинают действовать неэлектростатические силы. Значения ψୣ(𝑟 =

𝑎, σୣ = 0) определяются параметрами потенциалов (1) и (4) и изменяются 

пропорционально поверхностной плотности источника неэлектростатических сил n. Знак 

n задает направление отклонения потенциала от нулевого значения. При положительных 

значениях плотности источника анионы накапливаются у макроиона, при отрицательных 

– катионы. Интересно отметить, что в рассматриваемой нами модели потенциал нулевого 

заряда, определяемый параметрами потенциала Юкавы (формула (21)), будет добавляться 

к «кулоновской» составляющей. Следовательно, при отрицательных значениях n, 



величина ψୣ(𝑟 = 𝑎, σୣ = 0) будет положительной, что для положительно заряженных 

макроионов повлечет увеличение потенциала на поверхности, т.е. в условиях, когда 

неэлектростатические взаимодействия благоприятствуют катионам, последние будут 

накапливаться в двойном слое, несмотря на отталкивание со стороны положительно 

заряженных частиц.  

Возникновение ПНЗ хорошо известно и было изучено с помощью различных 

подходов [68, 69]. В настоящее время в значительной степени доминирует мнение о том, 

что ПНЗ есть следствие асимметрии размеров ионов в EDL. Авторы работы [70] изучили 

влияние размера и заряда катионов и анионов на структуру ДЭС в примитивной 

модельной системе и установили, что способность ионов меньшего размера подходить 

ближе к заряженной поверхности макроиона по сравнению с более крупными приводит к 

разделению зарядов. При этом потенциал ψୣ(σୣ = 0) увеличивается пропорционально 

отношению диаметров противоионов, что напоминает установленную нами 

пропорционаяльную зависимость между ψୣ(σୣ = 0) и поверхностной плотностью 

источника неэлектростатических взаимодействий. Ненулевой потенциал НЗ возникает и в 

ситуации, когда ионы имеют одинаковый диаметр, но разный заряд. Эффекты размера и 

заряда могут как усиливать, так и ослаблять друг друга [70]. 

 

Рис. 6. Зависимость потенциала нулевого заряда для частиц радиусом 1 (1), 5 (2), 10 (3) и 

100 нм (4) от концентрации объемного раствора электролита. le = 0.7 нм, ln = 0.3 нм и –1 = 

0.3 нм, n= 0.5 нм–2. 

 

На Рис. 6 представлена зависимость потенциала НЗ от концентрации раствора 1 :1 

электролита для сферических частиц диаметром 1, 5, 10 и 100 нм при фиксированной 

плотности источника неэлектростатических взаимодействий (n = 0.5 нм–2). Рисунок 



отражает несколько важных моментов. Первый, при положительных значениях n 

потенциал НЗ растет по абсолютной величине при увеличении концентрации раствора 

электролита. В области малых концентраций раствора наблюдается быстрый рост ПНЗ. 

Второе, для частиц большего размера при прочих равных условиях потенциал НЗ по 

абсолютной величине оказывается выше. Третье, приведенные на Рис. 6 графики ψୣ(𝑟 =

𝑎, σୣ = 0) показывают качественно сходную зависимость ПНЗ от концентрации 

одновалентного электролита, полученную ранее в работах [70] для асимметричных по 

размеру ионов. 

 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исследование свойств двойного электрического слоя, формирующегося вблизи 

одиночной слабозаряженной сферической частицы, окруженной раствором 1 : 1 

электролита, проведено с привлечением линеаризованной модели Пуассона–

Гельмгольца–Больцмана, в которой взаимодействия между двумя ионами в растворе, а 

также между ионами и частицей разделяются на кулоновские и некулоновские (последние 

задаются потенциалом Юкавы). Получены математические выражения для профилей 

электростатического и неэлектростатического потенциалов около частицы в функции 

основных параметров модели. Установлено, что в зависимости от условий (от значений 

ключевых параметров) профили электростатического потенциала могут быть как 

монотонными, так и немонотонными. Последние возникают при смене знака 

электростатического потенциала. Тем самым доказывается, что модель ПГБ способна 

предсказывать хорошо известные явления инверсии и обращения заряда частицы. 

Полученные в работе формулы (19) и (20) определяют условия, при которых наступает 

инверсия и обращение знака электрического потенциала. Установлена зависимость 

(формула (21)) потенциала нулевого заряда от размера частиц, концентрации раствора 



одновалентного электролита и поверхностной плотности источника некулоновских сил. 
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ПОДПИСИ К РИСУНКАМ 

Рис. 1. Зависимость значений корней w1 (1) и w2 (2) характеристического Ур. (11) 

от концентрации раствора электролита. le = 0.7 нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

Рис. 2. Зависимость κୣ
ଶ (1) и 𝑤ଶ

ଶ (2) от концентрации раствора электролита. le = 0.7 

нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

Рис. 3. Профили электростатического потенциала на границе раствора 

одновалентного электролита концентрации 0.1 М с частицей радиусом 5 нм при 

постоянной плотности источника неэлектростатических сил n= 1 нм–2 для e= 0.01 (1), 

0.05 (2), 0.08 (3), 0.10 (4) и 0.15 нм–2 (5). le = 0.7 нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

Рис. 4. Зависимость электростатического потенциала на поверхности частицы от 

плотности поверхностного заряда. Концентрация раствора 1 : 1 электролита 0.1 М. le = 0.7 

нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм. 

Рис. 5. Изменение рассчитанных по формулам (20) отношений 
஢ౣ౟౤

஢౤
 (1–3) и  

஢ౣ౗౮

஢౤
 (4) 

в функции концентрации раствора электролита для частиц радиусом a = 1 (1), 5 (2) и  нм 

(3). le = 0.7 нм, ln = 0.3 нм и –1 = 0.3 нм.  

Рис. 6. Зависимость потенциала нулевого заряда для частиц радиусом 1 (1), 5 (2), 

10 (3) и 100 нм (4) от концентрации объемного раствора электролита. le = 0.7 нм, ln = 0.3 

нм и –1 = 0.3 нм, n= 0.5 нм–2. 
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Рисунок 1. Долинный 
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Рисунок 2. Долинный 
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Рисунок 4. Долинный 
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