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Аннотация. В работе исследованы статистико-геометрические характеристики случайных упаковок 
одинаковых правильных многоугольников (с числом вершин от 3 до 7) на плоскости в квадратном 
боксе со стороной L. Начальный ансамбль генерировали методом случайной последовательной ад-
сорбции. Финальный ансамбль получали путем поэтапного увеличения линейных размеров двух-
мерных частиц согласно алгоритму Любачевского−Стилинжера.
Получены данные о парных корреляционных функциях, проанализированы закономерности их 
эволюции в широком диапазоне плотностей упаковки ансамбля. Далее исследованы распределе-
ния расстояний от произвольно выбранной точки упаковки до ближайшей к ней стороны поли-
гона. Зависимости этих распределений (при равной плотности упаковки) весьма похожи для всех 
изученных многоугольников и относительно близки к таковым для ансамбля жестких дисков.
Предложена и изучена статистико-геометрическая функция исключенной площади <w> для ан-
самбля частиц, которая хорошо описывается простым соотношением: <w>(η) = a + blnη, где η — 
доля площади ансамбля, занятая частицами; a и b — коэффициенты. Точка пересечения графика 
этой функции с кривой, описывающей зависимость средней площади области Вороного от η, 
определяет наибольшую плотность (ηmax), при которой ансамбль двухмерных частиц может яв-
ляться полностью неупорядоченным.
Для рассмотренных двухмерных ансамблей правильных полигонов величина ηmax сравнительно 
слабо зависит от формы частиц и лежит в пределах 0.682 (гептагоны)−0.694 (треугольники). При 
росте числа вершин ηmax закономерно стремится к таковой для случайного ансамбля жестких дис-
ков (0.679).

Ключевые слова: двухмерная упаковка, полигон, случайная последовательная адсорбция, уплот-
нение, статистико-геометрическое свойство
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Abstract. The paper investigates the statistical-geometric characteristics of random packings of identical 
regular polygons (with vertex numbers from 3 to 7) on a plane within a square box of side L. The initial 
ensemble was generated by the random sequential adsorption method. The final ensemble was obtained 
by gradually increasing the linear dimensions of the 2D particles according to the Lubachevsky–Still-
inger algorithm.
Data on pair correlation functions were obtained, and the patterns of their evolution over a wide range 
of ensemble packing densities were analyzed. Furthermore, the distributions of distances from an arbi-
trarily chosen point in the packing to the nearest polygon side were investigated. At equal packing density, 
these dependencies are very similar for all studied polygons and relatively close to those for an ensemble 
of hard disks.
A statistical-geometric function of the excluded area <w> for the particle ensemble is proposed and stud-
ied. It is well described by a simple relation: <w>(η) = a + blnη, where η is the area fraction occupied by 
particles, and a and b are coefficients. The intersection point of the graph of this function with the curve 
describing the dependence of the average Voronoi cell area on η determines the highest possible density 
(ηmax) at which an ensemble of 2D particles can be completely disordered. 

For the considered 2D ensembles of regular polygons, the value of ηmax depends relatively weakly on 
particle shape and lies in the range 0.682 (heptagons) to 0.694 (triangles). As the number of vertices in-
creases, ηmax predictably tends to that for a random ensemble of hard disks (0.679).

Keywords: two-dimensional packing, polygon, random sequential adsorption, densification, statistical-
geometric property
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ВВЕДЕНИЕ

Случайные упаковки частиц являются интерес-
ным предметом исследования как сами по себе, так 
и в качестве удобной модели адсорбции [1, 2], элек-
троосаждения кристаллов [3], жидкокристалличе-
ских, коллоидных [4, 5] и других дисперсных систем. 
Большой интерес представляет исследование фазо-
вых переходов в двухмерных ансамблях частиц, в том 
числе с образованием промежуточных фаз [6]. Мож-
но описать различные «сценарии» плавления−кри-
сталлизации в подобных ансамблях. Эти процессы 
могут демонстрировать разные механизмы, которые 
зависят от формы частиц и использованных алгорит-
мов уплотнения. Кроме хорошо известной “hexatic 
phase” [7] в специальных случаях можно наблюдать 
образование и других интересных промежуточных 
фаз (в частности, “triatic” [8], “tetratic” [9] и “hep-
tatic” [10]). Условный переход от жидкой к твердой 
фазе происходит, как правило, при плотности упа-
ковки η = Nu/S ≈ 0.68–0.69 [11, 12], где N — количе-
ство частиц ансамбля; u — площадь одной частицы;  
S — общая площадь системы. Для ансамблей правиль-
ных полигонов (пяти-, шести- и восьмиугольников) [6] 
при трех различных рассмотренных структурных 
«сценариях» плавления плотности упаковки в интер-
вале фазового перехода составляют η ≈ 0.680–0.708.

Целью данной работы было изучение эволюции 
статистико-геометрических свойств при уплотнении 
случайных 2D-ансамблей одинаковых правильных по-
лигонов (с числом вершин от 3 до 7) с использованием 
алгоритма Любачевского−Стилинжера (Lubachevsky–
Stillinger (LS) [13]). Были найдены общие статисти-
ко-геометрические свойства, в частности парные 

корреляционные функции, а также распределения 
расстояний от произвольно выбранной точки до бли-
жайшей стороны полигона и их зависимости от плот-
ности упаковки. Последние позволяют определить, 
в частности, функции исключенной площади [14] 
и сформулировать общий критерий существования 
«случайной» двухмерной фазы, задающий верхнюю 
границу ее плотности.

КОМПЬЮТЕРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

«Стартовые» разреженные ансамбли одинаковых 
многоугольных частиц на плоскости генерировали ме-
тодом случайной последовательной адсорбции. Поли-
гоны с радиусом вписанной окружности r, радиусом 
описанной окружности R и линейным размером (ди-
аметром описанной окружности) D = 2R размещали 
случайным образом в границах квадратной области со 
стороной L. Соотношение линейного размера частицы 
D и величины L составляло D/L ≈ 0.005. Упаковки мно-
гоугольников, полученные таким способом, достаточ-
но подробно исследованы, в частности, в работах [1, 2, 
15, 16]. Было найдено, что статистико-геометрические 
характеристики и предельные плотности ансамблей 
при D/L ≤ 0.01 практически не изменяются при даль-
нейшем уменьшении D/L (и росте количества частиц 
N свыше ≈104) [17]. В данной работе упаковки содер-
жали приблизительно от 25000 (гептагоны, плотность 
η ≈ 0.46) до 45000 (треугольники, η ≈ 0.38) частиц. Ука-
занные «стартовые» плотности были несколько мень-
ше предельных, достигаемых методом случайной по-
следовательной адсорбции [1, 16].

Далее начальные ансамбли подвергали уплот-
нению путем пошагового увеличения линейного 
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размера частиц при одновременном их случайном пе-
ремещении и повороте на случайно заданный угол. 
Такой способ уплотнения был предложен Любачев-
ским и Стилинжером [13] и применялся многими ав-
торами как для двухмерных, так и для трехмерных 
упаковок частиц. Его применение для упаковок мно-
гоугольников более подробно описано, в частности, 
в работе [18].

В результате компьютерного моделирования по-
лучали списки координат вершин всех многоуголь-
ников для 300–400 «промежуточных» плотностей от 
«стартовой» до предельной. Последняя (при данном 
алгоритме уплотнения) составляла, в среднем, 0.83–
0.85 (при некоторых единичных «стартах» уплотне-
ния для упаковок квадратов и гексагонов удавалось 
получить плотности η до 0.89). Статистико-геометри-
ческие свойства исследовали для 106–107 случайных 
точек в квадратной «внутренней» области, удаленной 
на расстояние 0.2L от границ бокса, чтобы избежать 
«граничных эффектов». Визуализация списков коор-
динат частиц и генерация последовательности «сним-
ков» (кинематограмм) позволяет наблюдать уплотне-
ние случайного ансамбля и его «кристаллизацию»  
в определенном интервале плотностей (https://disk.
yandex.ru/d/CUYjFcbc4kqoSw, https://disk.yandex.ru/d/
KU2xzdPlPSJ0Ag).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Радиальные функции распределения
Для каждой из генерированных упаковок нахо-

дили парную корреляционную функцию (радиаль-
ную функцию распределения, РФР) G(x/d) = ρ/ρ0, где  
x — расстояние между центрами соседних частиц;  
d = 2r — диаметр вписанной в полигон окружности; 
r — числовая плотность, равная количеству центров 
соседних частиц на единицу площади в слое [x; x+∆x] 
вокруг заданной частицы; r0 — средняя числовая 
плотность (число частиц на единицу площади). Ин-
тервал ∆x для расчетов выбирали равным 0.01d.

РФР для ансамблей одинаковых многоугольных 
частиц, полученные нами, хорошо согласуются с лите-
ратурными данными [19]. На рис. 1 и 2 соответственно 
показаны трехмерные графики эволюции корреля-
ционной функции с ростом плотности для случай-
ных ансамблей треугольных и семиугольных частиц. 
Можно видеть, что график для гептагонов имеет более 
«сложное» строение, но все основные пики являются 
монотонно возрастающими (с ростом η). В то же время 
на графике для треугольных частиц (рис. 1) максимум 
второго пика РФР до определенного значения плот-
ности убывает по величине, а после достижения этой 
плотности – максимальное значение этого пика стано-
вится возрастающим. Такое явление может свидетель-
ствовать об определенной структурной перестройке 
в случайном 2D‑ансамбле жестких одинаковых тре- 
угольников (при η ≈ 0.68).

Изменение структуры (с точки зрения вида кор-
реляционных функций) с ростом η можно наблюдать 
также и в случайных упаковках полигонов с числом 
вершин n ≥ 4 [14, 17, 18], а также жестких дисков [20]. 
Такое изменение включает некоторое смещение пер-
вого и второго пиков, а также появление «подпиков» 
или «плечей» на них. С увеличением плотности по-
являются также новые пики РФР (четвертый, пятый 
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Fig. 1. Evolution of the RDF with increasing packing 
density η for a random ensemble of identical triangles
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η для случайного ансамбля одинаковых гептагонов
Fig. 2. Evolution of the RDF with increasing packing 
density η for a random ensemble of identical heptagons
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и последующие). Характерным примером такого ус-
ложнения является график РФР для ансамбля пента-
гональных частиц (рис. 3).

Распределения расстояний от  произвольной точки 
до  стороны полигона

Далее нами были изучены распределения рассто-
яний (y) от произвольно заданной точки A ансамбля 
до ближайшей к ней стороны многоугольника. Ана-
логично [21], условимся брать величину y со знаком 
минус, если точка А лежит внутри частицы, и со зна-
ком плюс, если эта точка лежит вне ее. Нормируем 
значение y, принимая для любой плотности η ра-
диус вписанной в полигон окружности r равным 1. 
Далее рассмотрим функции плотности вероятности  
P(y) = p(y)dy, где p(y) — вероятность того, что произ-
вольная точка находится на расстоянии в интервале 
[y; y+dy] от ближайшей стороны полигона. Указанные 
функции для случайных упаковок треугольных частиц 
(точки) и, для сравнения, жестких дисков (линия) при 
η = 0.68 приведены на рис. 3.

Видно, что при одинаковой плотности указанные 
графики (рис. 4) весьма близки между собой. Анало-
гичная ситуация наблюдается и для других правильных 
многоугольников, рассмотренных в работе с числом 
вершин от 4 до 7.

Можно показать аналитически, что при –1 ≤ y ≤ 0 
для любого правильного многоугольника:

	 ( ) 2 (1 ).P y y= η + 	 (1)

Рис. 3. РФР случайного ансамбля пентагонов для 
плотностей упаковки η = 0.445 (a), 0.650 (б), 0.751 (в) 
и 0.839 (г)
Fig. 3. RDF of a random ensemble of pentagons for 
packing densities η = 0.445 (a), 0.650 (б), 0.751 (в), and 
0.839 (г)
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случайных ансамблей одинаковых треугольников 
(красные точки) и одинаковых жестких дисков (чер-
ная кривая) при плотности упаковки η = 0.68
Fig. 4. Probability density functions P(y) for random 
ensembles of identical triangles (red dots) and identical 
hard disks (black curve) at packing density η = 0.68
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Такая же линейная функция справедлива и для жест-
ких дисков.

При y > 0 зависимости плотности вероятности P(y) 
представляют собой убывающие функции, также близ-
кие между собой (при одинаковой величине η). Они 
могут с достаточно высоким коэффициентом детерми-
нации (около 0.9995) быть аппроксимированы уравне-
нием, аналогичным описанному в работе [22]:

	 2( ) ( ) exp( ),P y Ay B Cy Dy E≈ + ⋅ + + 	 (2)

где A, B, C, D и E  — коэффициенты аппроксимации. 
Графические результаты приближения кривых P(y) 
с помощью соотношения (2) для различных плотно-
стей упаковки (случайный ансамбль квадратов) пока-
заны на рис. 5. Видно, что кривые хорошо описывают 
экспериментальные результаты практически во всем 
интервале дистанций y, за исключением небольшого 
участка вблизи нулевого значения y. Это слабо влияет 
на общий коэффициент детерминации, однако доста-
точно заметно на графиках для малых и средних плот-
ностей упаковки. Разумеется, для этого случая можно 
было бы подобрать более сложную аппроксимирующую 
функцию. Однако, поскольку при дальнейших расче-
тах (см. следующий подраздел) имелась возможность 
просто применить имеющийся массив из всех величин 
y для всех (106–107) изученных случайных точек, под-
бор более точных и громоздких выражений для P(y) 
посчитали излишним.

Средние значения <y>(η) для точек, лежащих вне 
полигонов (в свободной от частиц области ансамбля, 
при y > 0) могут быть с достаточно высоким коэффи-
циентом детерминации (R2, в среднем, ≈0.9995) почти 
во всей области плотностей упаковки η описаны про-
стым полиномом вида:

	 2
1 1 1( ) ,y A B Cη = η + η + 	 (3)

где A1, B1, C1 — параметры.
Зависимости <y>(η) для упаковок треугольных ча-

стиц и (для сравнения) жестких дисков представлены 
на рис. 6. Видно, что характер кривых очень близок 

между собой, но график для дисков ближе к линейной за-
висимости. Коэффициенты A1, B1 и C1 соотношения (3) 
приведены для ансамблей всех изученных фигур в табл. 1.

Зависимости <y>(η) для многоугольных частиц 
описываются выражением (3) достаточно точно (кро-
ме очень узких «стартового» и конечного участков). 
В то же время для жестких дисков (рис. 6б) данные 
эксперимента и аппроксимации визуально практиче-
ски совпадают. Небольшие отклонения в приближении 
данных, заметные глазу, сравнительно слабо влияют 
на коэффициенты детерминации (табл. 1) и (в рамках 
данной работы) нивелируются возможностью исполь-
зования в расчетах непосредственно исходных массивов  
значений y.

Рис. 5. Аппроксимация функции плотности веро-
ятности для различных значений η (случайный ан-
самбль квадратов) от  «стартовой» до  финальной. 
Точки — эксперимент, кривые — аппроксимирован-
ные значения (соотношение (2))
Fig. 5. Approximation of the probability density function 
for various values of η (random ensemble of squares) from 
the “starting” to the final stage. Points — experiment, 
curves — approximated values (Eq. (2))
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Таблица 1. Коэффициенты аппроксимирующей зависимости <y>(η) для случайных ансамблей полигонов 
(с числом вершин n) и жестких дисков

Table 1. Coefficients of the approximating dependence <y>(η) for random ensembles of polygons (with the number  
of vertices n) and hard disks

n A1 B1 C1 R2

3 1.277 ± 0.003 −2.604 ± 0.012 1.456 ± 0.010 0.9998
4 1.084 ± 0.004 −2.033 ± 0.012 1.028 ± 0.009 0.9997
5 1.050 ± 0.005 −1.919 ± 0.016 0.925 ± 0.013 0.9996
6 1.091 ± 0.007 −2.101 ± 0.021 1.111 ± 0.016 0.9991
7 0.993 ± 0.007 −1.764 ± 0.022 0.816 ± 0.017 0.9995

Жесткие диски 0.776 ± 0.005 −1.085 ± 0.015 0.331 ± 0.011 0.9998
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Функция исключенной площади
Рассмотрим пару отдельно взятых частиц (первую 

и вторую), идентичных полигонам упаковки (рис. 7). 
Пусть задана некоторая точка А, имеющая фикси-
рованные координаты в системе отсчета, связанной  
с первой частицей. Если известна величина y (рас-
стояние до ближайшей стороны первой частицы) для 
точки А, то, независимо от взаимного расположения 
пары частиц (первой и второй), существует двухмер-
ный исключенный объем (площадь) — w(y), связан-
ный со второй частицей, в котором заданная точка 
А принципиально не может находиться (по условию 
взаимного неперекрывания полигонов). Исключен-
ная область показана на рис. 7 (выделено серым цве-
том), для случаев, когда точка А лежит вне и внутри 
первой частицы. Если точка А лежит на одной из сто-
рон, то исключенный объем совпадает со второй ча-
стицей. Если точка A лежит вне частицы 1 и рассто-
яние до ее ближайшей стороны превышает радиус 
вписанной окружности многоугольника, то исклю-
ченный объем обращается в ноль.

Подобная исключенная площадь для пары про-
извольных многоугольников подробно анализирует-
ся, например, в работах [23, 24]. При этом находится 
средняя исключенная площадь только для централь-
ной (или референсной) точки частицы 1, а усредне-
ние ведется по всем возможным взаимным ориента-
циям первой и второй частиц. Аналогичный подход 
был применен в известной работе Онзагера [25] и 
развит, в частности, в исследовании [26].

Согласно нашему подходу, величина исключен-
ной площади вычисляется не только для референсной 
точки (например, центра O1) частицы 1, а вообще для 

любой произвольной точки A, имеющей фиксирован-
ные координаты в системе отсчета, связанной с много-
угольником 1 и принадлежащей его области Вороного. 
Далее усреднение ведется по всем точкам области Во-
роного заданной частицы в структуре ансамбля.
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Рис. 6. Зависимости среднего расстояния от произвольной точки (вне фигур, y > 0) от ближайшей стороны треу-
гольников (a) (или окружности для жестких дисков (б)). Точки — эксперимент, кривые — аппроксимация по соот-
ношению (3)
Fig. 6. Dependences of the average distance from an arbitrary point (outside the figures, y > 0) to the nearest side of triangles 
(a) (or to the circumference for hard disks (б)). Points – experiment, curves – approximation according to Eq. (3)

Рис. 7. Исключенная область для точки, лежащей 
вне многоугольника (вверху) и внутри многоуголь-
ника (внизу), выделена серым цветом
Fig. 7. The excluded area for a point lying outside the 
polygon (top) and inside the polygon (bottom) is high-
lighted in gray
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Если радиус вписанной окружности r для частицы 
задан равным 1 (r=1), а y — нормированное расстоя-
ние от точки A до ближайшей к ней стороны полиго-
на 1, то:
	 2( ) ( )  при 1 0,w y u nc y y y= + − + π − ≤ ≤ 	 (4)

	 2( ) (1 )  при 0 1,w y u y y= − < ≤ 	 (5)

	 ( ) 0 при 1,w y y= > 	 (6)

где с — длина стороны многоугольника; u — его 
площадь.

Форма исключенной области отвечает сферопо-
лигону [27] или “rounded polygon” [28] при y ≤ 0. При  
0 < y ≤ 1 исключенная область соответствует масштаби-
рованной (с уменьшением) частице. При числе сторон 
n→ ∞(жесткие диски) величина nc стремится к дли-
не окружности диска единичного радиуса (2π) и, при  
y ≤ 0, имеем w(y) = π+ 2π(–y) + πy2 =π(1–y)2. Очевид-
но, что для 0 < y ≤1 в этом случае также w(y) = u(1–y)2 = 
π(1–y)2. Таким образом, для жестких дисков:

	 2( ) (1 )  при 1 1,w y y y= π − − ≤ ≤ 	 (7)

	 ( ) 0 при 1.w y y= > 	 (8)

Разобьем нашу случайную упаковку на области Во-
роного. Средний объем такой области очевидно равен 
u/η. Рассмотрим теперь некоторую точку А, принад-
лежащую нашему ансамблю полигонов. Можно най-
ти величину w(y), рассматривая ближайшую к точке 
А частицу в качестве первой, а любую другую части-
цу — в качестве второй.

Далее, определим среднюю величину w(y) для всех 
точек упаковки (или их представительной выборки), 
и обозначим ее <w>(η), так как она является функцией 
плотности. Чтобы избежать путаницы понятий, назовем 
величину <w>(η) не средней исключенной площадью 
[23, 24, 28], а функцией исключенной площади.

Ранее [20, 21, 29] нами было сформулировано условие 
случайности ансамблей одинаковых жестких частиц:

Средняя площадь области Вороного в случайной двух-
мерной упаковке не может быть меньше, чем значение 
функции исключенной площади, то есть u/η≥<w>(η).

Согласно этому условию, плотность случайной упа-
ковки η не может превышать u/<w>, а при η≥u/<w> ан-
самбль не может быть полностью случайным.

Данные положения основаны [20, 21, 29] на отсут-
ствии различий между статистико-геометрическими 
свойствами малой группы зафиксированных частиц 
и остальными частицами ансамбля до достижения опре-
деленной плотности упаковки.

Для нахождения функции исключенной площади 
достаточно знать распределение расстояний y от про-
извольной точки ансамбля до ближайшей стороны (как 
внутри фигур, так и вне их). Наибольшую возможную 
плотность (ηmax) случайной упаковки можно найти, 
построив зависимости <w>(η) и площади области Во-
роного u/η. Плотность в точке пересечения этих зави-
симостей и будет определять значение ηmax.

Зависимости функции исключенной площади 
от плотности упаковки <w>(η) и соответствующие 
кривые для средней площади области Вороного (u/η) 
для ансамбля пятиугольных частиц (в качестве приме-
ра) показаны на рис. 8. Точка пересечения графиков, 
определяющая геометрический предел плотности слу-
чайной упаковки пентагонов, отвечает величине ηmax.

Интересно, что зависимости <w>(η) для всех изу-
ченных ансамблей правильных полигонов с очень вы-
соким коэффициентом детерминации (0.9996–0.9999) 
описываются простой функциональной зависимостью: 
<w>(η) = a + blnη во всем исследованном интерва-
ле плотностей упаковки. Коэффициенты этой зави-
симости для многоугольников с числом вершин от 3 
до 7 (а также для жестких дисков) приведены в табл. 2. 
Площади правильных многоугольников с единичным 
радиусом вписанной окружности, которые являются 
коэффициентами зависимости u/η, были рассчитаны 
по известной формуле u = n ⋅ r2 ⋅ tg(π/n) при r = 1. Далее 
в табл. 2 показаны найденные значения ηmax.

На рис. 9 показаны зависимости максимальной 
плотности ηmax от числа вершин многоугольников 
для числа вершин от 3 до 7 и далее до 21. Зависимость 
ηmax(n) хорошо аппроксимируется простым соотно-
шением ηmax(n) = (0.6794 ± 0.0001) + (0.130 ± 0.003)/n2 
(кривая и доверительные интервалы даны на рис. 9). 
Здесь же представлены результаты для системы жест-
ких дисков (получены в рамках отдельных расчетов). 

Можно видеть, что величина ηmax закономерно 
уменьшается с ростом числа сторон многоугольников и 
приближается к таковой для упаковки жестких дисков. 

Рис. 8. Зависимости функции исключенной пло-
щади <w>(η) и средней площади области Вороно-
го (u/η) от плотности упаковки для ансамбля пяти- 
угольных частиц
Fig. 8. Dependences of the excluded area function 
<w>(η) and the average Voronoi cell area (u/η) on 
packing density for an ensemble of pentagonal particles
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты исследования 
статистико-геометрических свойств случайных упа-
ковок одинаковых правильных многоугольников  
(с числом вершин от 3 до 7, а для величин предельной 
плотности — до 21). В качестве стартовых использо-
вали ансамбли, генерированные методом случайной 
последовательной адсорбции. Далее системы под-
вергались уплотнению с использованием модифи-
цированного LS-алгоритма, реализованного с при-
менением оптимизированных параметров. Изучены 

статистико-геометрические свойства указанных 
ансамблей.

Полученные данные позволяют проанализировать 
особенности изменения статистико-геометрических 
характеристик случайных двухмерных ансамблей ча-
стиц при переходе от неупорядоченных систем к ча-
стично упорядоченным. При плотностях упаковки, 
превышающих 0.65–0.70 в парных корреляционных 
функциях возникают характерные особенности, ука-
зывающие на структурный переход, аналогичный 
стеклованию в системе жестких дисков. Дальнейшее 
уплотнение приводит к частичной «кристаллизации», 
которая (при плотностях выше 0.80) хорошо замет-
на как на визуализированных изображениях самого 
ансамбля, так и на графиках радиальных функций 
распределения.

Полученные нами в рамках LS-алгоритма резуль-
таты по корреляционным функциям хорошо согла-
суются с данными работы [19], в которой для уплот-
нения случайных ансамблей полигональных частиц 
применяли другой алгоритм (осаждение под действи-
ем гравитации). Это означает, что различные алгорит-
мы получения случайных 2D-ансамблей, как прави-
ло, приводят в итоге к близким результатам. По-ви-
димому, общие структурные особенности случайных 
двухмерных систем выпуклых частиц хорошо воспро-
изводятся как при компьютерном, так и при «натур-
ном» моделировании [30]. Это подтверждает положе-
ния [31, 32] о «воспроизводимости» случайных плот-
ных упаковок и стекол.

Различные методы симуляции двухмерных упа-
ковок полигонов [6] и дисков [33] могут приводить к 
разным сценариям фазовых переходов в системе. Ры-
жов с соавторами [34] рассматривает три таких сце-
нария (как переход первого рода, так и два отличных 
от него (с участием hexatic phase)). Случайное разме-
щение малой группы зафиксированных частиц так-
же может существенно влиять на сценарий плавле-
ния и фазовую диаграмму двухмерной системы [35],  
в частности, при доле фиксированных частиц по-
рядка 0.1%. Примерно такой порядок величины доли 

Таблица 2. Коэффициенты функции <w>(η) = a + blnη, величины площади многоугольников u, расчетные 
значения максимальной плотности
Table 2. Coefficients of the function <w>(η) = a + blnη, the area of the polygons u, and the calculated values of the 
maximum packing density

n a b u ηmax

3 9.191888 4.687999 5.196154 0.6944
4 7.212197 3.709134 4.000000 0.6872
5 6.608646 3.417285 3.632713 0.6840
6 6.302368 3.237564 3.464102 0.6833
7 6.168706 3.193678 3.371022 0.6817

Жесткие диски 5.802917 3.038039 3.141593 0.6793

Рис. 9. Зависимость предела плотности случайной 
2D-упаковки одинаковых правильных многоуголь-
ников от числа вершин. Точки — эксперименталь-
ные данные, кривая (красный) — аппроксимация. 
Полоса (розовый) — доверительный интервал. Пря-
мая (черный) — ηmax для ансамбля жестких дисков
Fig. 9. Dependence of the limiting density of random 2D 
packings of identical regular polygons on the number of 
vertices. Points — experimental data, curve (red) — ap-
proximation. Band (pink) — confidence interval. Straight 
line (black) — ηmax for an ensemble of hard disks
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«зафиксированных частиц», приводящий, в том числе,  
к «остановке» геометрического уплотнения системы в 
рамках LS-алгоритма, наблюдался и автором. 

Если доля «зафиксированных частиц» в ансамбле 
может быть задана сколь угодно малой [29], то можно 
предположить отсутствие различий в статистико-гео-
метрических свойствах этой малой группы и осталь-
ных частиц при уплотнении вплоть до достижения 
определенной величины (ηmax). Такое предположение 
приводит к сформулированному выше чисто геоме-
трическому условию «случайности» упаковки, кото-
рое обязательно нарушается при η>ηmax [20, 21, 29].

Найденные плотности вероятности для распре-
деления расстояний от произвольно выбранной точ-
ки ансамбля частиц до ближайшей стороны полиго-
на точно описываются функцией P(y) = 2η(1 + y) для 
точек, лежащих внутри многоугольников. Если вы-
бранные точки лежат вне частиц (в свободном про-
странстве упаковки), то убывающая функция P(y) 
(при данном η) достаточно хорошо аппроксимирует-
ся выражением вида P(y) ≈ (Ay + B)·exp(Cy2 + Dy + E). 
Зависимости среднего расстояния от точки свобод-
ного пространства до ближайшей стороны фигуры 
могут быть приближенно описаны полиномом вида: 
<y>(η) = A1η2 + B1η + C1.

Наиболее «простое» и эффективное аппрокси-
мационное соотношение (коэффициент детерми-
нации (0.9996–0.9999)) характерно для функции 

исключенной площади <w>(η), определенной в на-
стоящей работе. Для ансамблей всех изученных по-
лигонов эта функция может быть задана уравнени-
ем: <w>(η) = a + blnη. Согласно сформулированно-
му выше условию, плотность случайной упаковки η 
не может превышать u/<w>, а при η≥u/<w> ансамбль 
не может быть полностью случайным. Поэтому точ-
ка пересечения кривой <w>(η) с зависимостью сред-
ней площади области Вороного u/η определяет своего 
рода предел (ηmax) для плотности случайного ансам-
бля полигонов или жестких дисков. Выше этой плот-
ности в двухмерной упаковке (в том или ином виде) 
обязательно происходит структурная перестройка 
(например, стеклование, образование промежуточ-
ных “hexatic” фаз и другие возможные «сценарии» 
переходов, которые будут определяться формой ча-
стиц и использованными способами и алгоритмами 
моделирования).

Дальнейшее уплотнение двухмерных ансамблей 
одинаковых полигонов приводит к явно заметно-
му глазом появлению дальнего порядка и частичной 
«кристаллизации», которая (при плотностях выше 
0.80) хорошо наблюдается как на визуализированных 
изображениях  самого ансамбля (https://disk.yandex.
ru/d/KU2xzdPlPSJ0Ag), так и на кинематограммах 
корреляционных функций (https://disk.yandex.ru/d/
CUYjFcbc4kqoSw).
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