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Аннотация. Построено точное аналитическое решение нелинейного уравнения диффузии–реак-
ции, описывающего стационарный массоперенос от сферической частицы в окружающую реак-
ционно-активную среду со степенной зависимостью коэффициента диффузии от концентрации. 
Показано, что степенной профиль существует только при строгой связи между числом Дамкёле-
ра и показателем нелинейности. Определен допустимый интервал показателя, гарантирующий 
положительность коэффициента диффузии и конечность полной скорости реакции. Выведена 
формула для числа Шервуда, которое зависит исключительно от показателя нелинейности.
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Abstract. An exact analytical solution of the nonlinear diffusion–reaction equation describing steady-state 
mass transfer from a spherical particle into the surrounding reactive medium with a power-law concentra-
tion dependence of the diffusion coefficient is constructed. It is shown that a power law profile exists only 
under a strict relationship between the Damköhler number and the nonlinearity exponent. The admissible 
range of the exponent that ensures the positivity of the diffusion coefficient and the finiteness of the total 
reaction rate is determined. A formula for the Sherwood number is derived, which depends solely on the 
nonlinearity exponent.
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ВВЕДЕНИЕ
Задачи о диффузии, сопровождающейся объемной 

химической реакцией, встречаются в теории катализа, 
мембранных технологиях, при описании транспорта 
в пористых средах и биологических тканях [1]. Клас-
сическая линейная постановка, когда коэффициент 
диффузии считается постоянным, хорошо изучена 
и допускает аналитические решения для стандартных 
геометрий [2]. Однако во многих случаях диффузи-
онная подвижность меняется с концентрацией. На-
пример, в набухающих полимерных гелях, микропо-
ристых адсорбентах при малых заполнениях и вблизи 
критической точки расслаивания растворов коэффи-
циент диффузии часто описывают степенным законом 

( ) 0
mD C D C=  с отрицательным m [3, 4].

Степенная зависимость ( )D C  возникает также 
в моделях фильтрации, при описании диффузии в не-
ньютоновских жидкостях и в задачах конвективного 
тепломассопереноса с переменными свойствами [5, 6]. 
Концентрационно-зависимая диффузия изменяет 
устойчивость течений и приводит к появлению новых 
структур в реакционно-диффузионных системах [7, 8]. 
Практическая сторона подобных моделей затрагивает-
ся, в частности, при определении эффективного коэф-
фициента диффузии в пористых материалах с учетом 
его концентрационной зависимости [9].

Для тестирования численных методов – решеточ-
ных уравнений Больцмана  [10], конечных элемен-
тов [11] и прямого моделирования с варьированием 
Da [12] – нужны надежные аналитические ориенти-
ры. Поэтому точные решения нелинейных уравнений 
диффузии–реакции сохраняют востребованность. Та-
кие решения служат эталонами для численных алго-
ритмов и помогают понять основные закономерности 
массопереноса [13–15]. Методы построения точных 

решений уравнений математической физики система-
тизированы в [16, 17].

Современное состояние исследований по числу 
Шервуда представлено в [18]. Для нелинейных урав-
нений диффузии предложены как аналитические, так 
и численные подходы: методы параметрической иден-
тификации  [19], нелокальные аппроксимации  [20]. 
Массообмен у сферических частиц с объемной реак-
цией первого порядка анализировался в [21–23]; ме-
тоды построения точных решений нелинейных урав-
нений диффузии развивались в [24, 25].

Цель работы – построить точное степенное реше-
ние стационарной задачи диффузии от поверхности 
сферической частицы в реакционно-активную среду 
со степенным коэффициентом диффузии и детально 
проанализировать его свойства.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим одиночную сферическую частицу ра-

диуса a, неподвижно закрепленную в неограниченной 
неподвижной среде, в которой растворенное вещество 
диффундирует и одновременно расходуется за счет го-
могенной химической реакции первого порядка с кон-
стантой скорости k  (рис. 1).

Коэффициент диффузии предполагается завися-
щим от локальной концентрации по степенному зако-
ну ( ) m

0D C D C= , где 0 0D > , m – безразмерная посто-
янная. В силу сферической симметрии стационарное 
уравнение массопереноса записывается в виде:

	 ( )2
2

1
, .

d dC
r D C kC r a

dr drr
  = >  

	 (1)

На поверхности частицы поддерживается посто-
янная концентрация sC , а на бесконечности раствор 
полностью расходуется:

Объемная реакция

С  > C  > C  > 0

C                        C                               C1                               2                                        3

1         2         3
D(C) = D  C0

a

kC
kC

kC
j

r

C(a) = C s C(∞) = 0
ξ = r/a

m

Рис. 1. Геометрия задачи
Fig. 1. Geometry of the problem
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	 ( ) ( )s, lim 0.
r

C a C C r
→∞

= = 	 (2)

Перейдем к  безразмерным переменным r aξ =  
и  ( ) ( ) sC r Cθ ξ = . Подстановка в (1) дает

	 2 m
2

1
,

d d
Da

d d
θ ξ θ = θ ξ ξ ξ

	 (3)

где число Дамкёлера определено как

	
2

m
0 s

.
ka

Da
D C

= 	 (4)

Безразмерные граничные условия принимают вид:

	 ( ) ( )1 1, lim 0.
ξ→∞

θ = θ ξ = 	 (5)

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ
Будем искать решение уравнения (3) в форме сте-

пенной функции

	 ( )  , 0, const.A Aαθ ξ = ξ > α = 	 (6)

Вычислим последовательно производные. Имеем 
1d d A α−θ ξ = αξ , m m mA αθ = ξ . Тогда выражение под 

знаком внешней производной в (3) запишется как

	 2 m m 1 m 1.
d

A
d

+ α +α+θξ θ = αξ
ξ

	

Дифференцируя по î  и деля на î 2, получим левую 
часть (3):

	 ( )2 m m 1 m 2
2

1
.1

d d
A m

d d
+ α +α−θ ξ θ = α α + α + ξ ξ ξ ξ

	(7)

Правая часть после подстановки (6) равна 
DaA αξ . Для того чтобы уравнение удовлетворялось 
тождественно при всех î , необходимо совпадение по-
казателей степени:

	 2 ,mα + α − = α    2
, 0.m

m
α = ≠ 	 (8)

Приравнивая коэффициенты (после сокращения 
на A), находим

	 ( )m 1 Da.A mα α + α + = 	 (9)

С учетом 2mα =  выражение в  скобках равно 
3 2 m+ . Граничное условие на поверхности ( )1 1θ =  
дает 1A = . Подставляя это значение и  2 mα =  в (9), 
получаем ключевое соотношение между числом Дам-
кёлера и показателем нелинейности:

	
( )

2

2 3 22 2
3 .

m
Da

m m m

+ = + =  
	 (10)

Выбор степенной пробной функции ( ) A αθ ξ = ξ  
обусловлен масштабной инвариантностью оператора 
нелинейной диффузии при степенной зависимости 

( ) mD θ ∼ θ . После подстановки нелинейный диффу-
зионный член преобразуется в степенную функцию 

той же переменной, что позволяет сбалансировать его 
с линейным реакционным стоком на всем интервале 

( )1,ξ ∈ ∞ . Условие совместности (10) выделяет в про-
странстве параметров ( ),Dam  однопараметрическое 
семейство точных решений.

Найдем допустимые значения m. Положительность 
Da требует 3 2 0m + > , т. е. 2 3m > − . Условие ( ) 0θ ∞ =  
с учетом 2/mθ = ξ  выполнено лишь при 2 0m < , т. е. 

0m < . Следовательно, показатель нелинейности дол-
жен лежать в интервале

	
2

0
3

m− < < .	 (11)

Окончательное безразмерное решение имеет вид:

	 ( )  2/m 2
, ;0 .

3
m

 θ ξ = ξ ∈ −  
	 (12)

В размерных переменных ему соответствует

	 ( )
2/m

.s
r

C r C
a

 =   
	 (13)

Поскольку 0m < , показатель 2 m отрицателен. 
Удобно ввести положительную величину 2p m= − ; 
тогда

	 ( )
p

s , 3.
a

C r C p
r

 = >  
	 (14)

Из определения (4) и связи (10) можно выразить 
масштабный коэффициент диффузии:

	 ( )
2 2

0 m
s

.
2 3 2

ka m
D

mC
= ⋅

+
	 (15)

При 2 3m > −  знаменатель положителен, так что 
0 0D > .

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Прямая подстановка (12) в исходное уравнение (3) 

с учетом (10) обращает его в тождество. Граничные ус-
ловия выполняются автоматически: ( )1 1θ = , ( ) 0θ ∞ = .

Проверим сходимость интеграла полной скорости 
реакции

	 ( ) 2
1

.I d
∞

= θ ξ ξ ξ∫ 	

Подставляя ( ) 2/mθ ξ = ξ , находим аналитически

	 î
2/m 3

2/m 2
1

1

.
2 3

I d
m

∞+∞ +  ξ= ξ =  + 
∫ 	

Верхний предел обращается в  нуль только при 
2 3 0m + < , т. е. 2 3m > − . При выполнении этого ус-
ловия интеграл сходится к конечному значению

	
1

.
2 3 3 2

m
I

m m
−= − =

+ +
	 (16)

Таким образом, полная скорость реакции в бес-
конечном объеме конечна. Диффузионный поток 
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вещества от поверхности частицы полностью компен-
сируется его объемным стоком.

Рассчитаем число Шервуда, характеризующее ин-
тенсивность массообмена. Поток вещества на поверх-
ности r a=  определяется законом Фика:

	 ( ) .
r a

dC
j D C

dr =
= − 	

С помощью (14) находим производную 

p p 1
s

dC
pC a r

dr
− −= − , так что на  поверхности 

s
r a

dC
pC a

dr =
= − . Коэффициент диффузии при sC C=  

равен m
0 sD C . Тогда

	
m 1

0 s .
pD C

j
a

+
= 	

Определим число Шервуда, используя радиус ча-
стицы a в качестве характерного размера:

	 ( )s s
.

aj
Sh

D C C
= 	

Подстановка дает

	
2

.Sh p
m

= = − 	 (17)

В рамках найденного семейства точных решений 
число Шервуда определяется только показателем m: 

2Sh m= − . Однако эта независимость от k, a и  sC  не 
является универсальной: она справедлива лишь при 
выполнении условия совместности (10). Исполь-
зуя (10), можно выразить Sh непосредственно через 
число Дамкёлера:

	
3 9 4

.
2

Da
Sh

+ += 	

В допустимом интервале 2 3 0m− < < значение 
Sh превосходит 3 и  неограниченно возрастает при 

0m −→ .
Это свойство отличает найденное решение от мно-

гих полуэмпирических корреляций для числа Шерву-
да [18]. Отметим, что в инженерных корреляциях для 
сферических частиц в качестве характерного размера 
обычно используют диаметр 2d a= . При таком выборе 
значения числа Шервуда будут в два раза превышать 
приведенные в настоящей работе.

На рис. 2а показаны профили безразмерной кон-
центрации ( )θ ξ  при нескольких характерных значе-
ниях 0.65, 0.55, 0.45, 0.35, 0.25m = − − − − − . Все кривые 
монотонно спадают от единицы до нуля. Чем ближе m 
к нулю, тем круче убывание: так, при 0.65m = −  кон-
центрация спадает по закону 3.08−ξ , а при 0.25m = −  – 
уже по 8−ξ . Разные стили линий и маркеры делают кри-
вые различимыми при черно-белой печати.

На рис. 2б приведена зависимость числа Шервуда 
от показателя m. Полупрозрачная заливка выделяет 
физически допустимую область 2 3 0m− < < ; пунктир-
ные линии отмечают ее границы. Кривая ( ) 2Sh m m= −  
монотонно убывает от бесконечности при 0m −→  
до значения 3 при 2 3m +→ − . Вне этой области сте-
пенное решение не существует, что видно по отсут-
ствию кривой.

Контуры постоянной концентрации на плоскости 
( ),mξ  даны на рис. 2в. При фиксированном ξ концен-
трация растет с приближением m к  2 3− ; при фикси-
рованном m – убывает с удалением от поверхности. 
Наибольшие значения θ сосредоточены вблизи по-
верхности для малых m .

На рис. 3а построен график функции ( )Da m  из (10). 
Когда m приближается к  2 3−  справа, Da стремится 
к нулю; при уменьшении m  ( 0m −→ ) Da неограни-
ченно возрастает. Медленно спадающим профилям 

(а)                                                               (б)                                                             (в)
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Рис. 2. (а) профили θ при различных m; (б) зависимость Sh(m); (в) контуры постоянной концентрации на плоскости (ξ, m)
Fig. 2. (a) θ profiles for various m; (б) Sh(m) dependence; (в) constant concentration contours in the (ξ, m) plane
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(большие m ) соответствует слабая реакция, а быстро 
убывающим (малые m ) – интенсивный сток.

На рис. 3б представлена зависимость Sh и Da в полу-
логарифмическом масштабе по Da. Кривая монотонно 
растет, асимптотически уходя на  бесконечность при 
Da → ∞ ( 0m −→ ). Точки, соответствующие рассчитан-
ным m, показывают: с ростом Da от 0.24 до 40 значение 
Sh увеличивается лишь от 3 до 8. Слабая чувствитель-
ность Sh к Da в области больших стоков может оказать-
ся важной при практических оценках массообмена.

При 2 3m +→ −  показатель степени 2/m стремится 
к −3, профиль принимает вид î 3−θ ∼ , число Шервуда 
достигает значения 3Sh =  (при определении через ра-
диус a), а  0Da → . В этом пределе объемная реакция 
исчезает, однако коэффициент диффузии остается 
сильно зависящим от концентрации: ( ) 2/3D C C −∼ . 
Полученное значение 3Sh =  является характерной чер-
той данного нелинейного диффузионного режима. Оно 
принципиально отличается от классического линейного 
предела для сферы с постоянным коэффициентом диф-
фузии, где профиль имеет вид 1−θ ∼ ξ , а число Шервуда, 
определенное через диаметр частицы, равно 2 [2]. В про-
тивоположном пределе 0m −→  формально Da → ∞ , 
Sh → ∞, но найденное семейство решений не переходит 
в классическое экспоненциально-степенное решение 
для constD = . Причина в том, что последнее существует 
при произвольных Da, тогда как полученные профили 
жестко привязаны к условию (10). Это подчеркивает 
самостоятельность нового класса решений.

При отрицательном m коэффициент диффузии 
растет с  уменьшением концентрации, что ускоряет 
распространение вещества от поверхности частицы 
в объем среды, где оно расходуется в объемной реак-
ции. Одновременно реакция наиболее интенсивна 
вблизи поверхности, где концентрация максимальна. 
Баланс нелинейной диффузии и стока формирует ал-
гебраически затухающий профиль, возможный только 
при строго определенной интенсивности реакции, за-
даваемой числом Дамкёлера.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построено точное решение стационарной задачи 

диффузии, осложненной объемной реакцией первого 
порядка, для сферической частицы в среде, где коэф-
фициент диффузии степенным образом зависит от 
концентрации.

Установлено, что степенной профиль концентра-
ции возникает не при любых значениях параметров, 
а лишь при выполнении строгой связи между числом 
Дамкёлера и  показателем нелинейности. Эта связь 
выделяет однопараметрическое семейство точных ре-
шений.

Определен интервал допустимых значений пока-
зателя нелинейности. На его границах решение либо 
переходит в предельный режим нелинейной диффузии 
с минимальным числом Шервуда, равным трем, либо 
теряет структуру, не сводясь к случаю постоянного ко-
эффициента диффузии. Тем самым найденный класс 
решений дополняет известные результаты для нели-
нейного массопереноса.

Получено выражение для числа Шервуда, кото-
рое в рамках однопараметрического семейства точ-
ных решений зависит только от показателя нелиней-
ности. Эта зависимость не является универсальной 
корреляцией массообмена: она реализуется лишь при 
выполнении условия совместности. Даже сильное из-
менение числа Дамкёлера приводит к сравнительно 
слабому росту числа Шервуда, что может быть суще-
ственно при качественных оценках эффективности 
массообмена.

Результаты работы могут использоваться как эта-
лонные тесты при разработке и верификации числен-
ных методов, предназначенных для моделирования 
реакционно-диффузионных процессов в средах с пе-
ременными свойствами. Перспективным направлени-
ем дальнейших исследований является анализ устой-
чивости найденных режимов и обобщение на реакции 
произвольного порядка.
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Рис. 3. (а) число Дамкёлера Da(m) для точного решения; (б) связь Sh(Da)
Fig. 3. (a) Damköhler number Da(m) for the exact solution; (б) Sh(Da) relationship
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